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In recent years, there has been a growing interest in parametric design and 

optimization, which allows designers to efficiently explore and analyze a large 

design space to find the optimal solution. Parametric design involves the use of 

parameters or variables to create a range of design options that can be evaluated 

and optimized using computational tools. One popular optimization tool is the 

Galapagos algorithm, which is based on evolutionary principles and allows for 

the optimization of multiple parameters simultaneously. The use of Galapagos as 

a parametric design tool has shown promising results in various fields, including 

architecture, engineering, and product design. 

The main objective of this research article is to explore the application of 

Galapagos as a parametric design tool. Specifically, this research aims to in-

vestigate the effectiveness of Galapagos in optimizing the design of a com-

plex object, such as a Tensegrity. Additionally, the research aims to identify 

the key factors that influence the performance of the Galapagos algorithm in 

parametric design and optimization. 

The research article will test the hypothesis that the use of Galapagos as a 

parametric design tool can lead to more efficient and effective design solu-

tions. The research questions that will guide the investigation are: 

How does the Galapagos algorithm perform in optimizing the design of a 

complex object? 

What are the key factors that influence the performance of the Galapagos 

algorithm in parametric design and optimization? 

What are the benefits and limitations of using Galapagos as a parametric 

design tool? 

The methodology for this research article involves a literature review to 

explore the current state of knowledge on parametric design and optimization, 

as well as the use of Galapagos in these fields. The research will then involve 
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the development of a parametric design problem and the implementation of 

the Galapagos algorithm to optimize the design. The performance of the al-

gorithm will be evaluated based on the quality of the design solutions gener-

ated and the time required for optimization. Additionally, sensitivity analysis 

will be conducted to identify the key factors that influence the performance of 

the algorithm. The results of the research will be discussed in relation to the 

research objectives and research questions, and potential future research di-

rections will be suggested. 

Parametric design is a design process that involves the use of parameters 

or variables to create a range of design options that can be evaluated and op-

timized using computational tools [1]. It enables designers to explore and an-

alyze a large design space quickly, efficiently, and objectively, leading to 

more optimized and effective design solutions. 

Previous researches have demonstrated the effectiveness of parametric de-

sign and optimization in various in architecture, engineering, and product de-

sign [2]. It has been shown to improve the efficiency and accuracy of the de-

sign process, reduce errors and waste, and lead to better quality designs. 

The Galapagos algorithm is an evolutionary optimization tool that is based 

on the principles of natural selection. It allows designers to optimize multiple 

design parameters simultaneously [3], creating a range of possible design so-

lutions that can be evaluated and compared. The algorithm is particularly ef-

fective in complex design problems, where a large number of variables need 

to be considered. However, the performance of Galapagos is dependent on 

various factors, including the selection of fitness functions, the choice of pa-

rameters, and the quality of the initial population. Further research is needed 

to explore the effectiveness of Galapagos in different design problems and to 

identify the key factors that influence its performance. 

The design problem in this research article involves the form finding of 

tensegrity structures, where the aim is to find the optimal shape of the 

Tensegrity structure (Figure 1) based on the trusses' length and maximum sur-

face area, and then identify the optimal conditions for construction based on 

its mass and cross-section. The parameters of the design problem include the 

length of the trusses, the number of trusses, the surface area of the structure, 

and the cross-section and mass of the Tensegrity structure. 

The parametric design approach involves the creation of a parametric 

model that uses variables and equations to define the relationships between 

the parameters of the design problem. This approach enables the generation 

of multiple design options based on different combinations of the parameters 

(Figure 2), allowing for an efficient exploration of the design space. 
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Fig 1. Tensegrity sample. (http://www.tensegriteit.nl/e-zadel.html) 

The Galapagos algorithm was used to find optimal solution by changing 

the parameters Length and Strength which involve to the shape of parametric 

model (connected in Genome input (Figure 4)). The parameters used in the 

Galapagos implementation included the length of the trusses, the cross-sec-

tion of the structure, and the mass of the structure. Constraints were also de-

fined to ensure that the design solutions were feasible, including maximum 

and minimum limits on the trusses' length and maximum surface area. Fitness 

functions were defined to evaluate the quality of the design solutions, based 

on the maximum surface area of the structure and the minimum mass of the 

structure. 

http://www.tensegriteit.nl/e-zadel.html
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Fig. 2. Script of form finding, based on Kangaroo2 plugin. 

 

 

Fig. 3. Tensegrity form finding before applying Galapagos. 
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As was mentioned before: In the "Genome" input, we specify all the coef-

ficients that regulate the characteristics of "Length" and "Strength". However, 

the information connected to the "Fitness" input is not as obvious and requires 

additional elaboration, as this input must contain a comparative parameter for 

selection. 

 

Fig. 4. node Galapagos. 

To create a characteristic that can be used as a fitness function in the "Ga-

lapagos" node, several principles should be followed: 

By adhering to the above principles, a characteristic can be created that will be 

effectively used as a fitness function in the Galapagos node in Rhinoceros. 

Based on the above principles, the following characteristic was developed: 

The essence of the function is the opposition of two mutually exclusive 

parameters: 

- The length of the cables, which tends towards 0; 

- The surface area, which tends towards infinity. 

The algorithm, pursuing these goals, finds the most advantageous shape of 

the structure that can be used as a starting point. The use of this function al-

lows reducing the time and resource costs in the search for the optimal form. 

After successfully finding the desired shape, the selection of the cross-section 

of the rods and cables can be carried out. For this purpose, the Karamba3D 

plugin can be applied. 

 

Fig. 5. Algorithm for Galapagos 

The computational environment used in this research article was Grass-

hopper, which is a visual programming language and environment that is in-

tegrated with the 3D modeling software, Rhino. The parametric model was 

created using Grasshopper, and the Galapagos algorithm for Grasshopper. 

The model was evaluated using the Kangaroo2 physics engine, which enabled 
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the simulation of the structure's behavior and ensured that the design solutions 

were stable and feasible. 

The methodology used in this research article demonstrated the effective-

ness of parametric design and the Galapagos algorithm in solving complex 

design problems, such as form finding of Tensegrity structures. The use of 

Grasshopper and Kangaroo2 enabled the creation of a sophisticated paramet-

ric model that could generate a range of design options and evaluate their fea-

sibility and stability. The Galapagos algorithm optimized the design solutions 

efficiently, leading to more effective and efficient tensegrity structures' con-

struction. The methodology used in this research article can be applied to other 

design problems, demonstrating the potential of parametric design and opti-

mization tools in the field of engineering and architecture. 

The optimization process involved the implementation of the Galapagos 

algorithm to find the optimal solutions for the Tensegrity structure's form find-

ing and construction. The algorithm was used to search for the optimal com-

bination of truss length, that maximized the structure's surface area and mini-

mized length, while also ensuring its stability. 

The analysis and interpretation of the results showed that the parametric 

design approach and the Galapagos algorithm were effective in optimizing 

the tensegrity structure's form finding. The results also demonstrated the im-

portance of using optimization tools to achieve the best design solutions, high-

lighting the benefits of integrating computational tools in the design process. 

The optimized solutions were compared with previous designs and bench-

marks to evaluate their effectiveness.  

In conclusion, the results showed a significant improvement in surface area 

and mass compared to the initial designs and previous benchmarks, indicating 

that the parametric design approach and the Galapagos algorithm were suc-

cessful in optimizing the tensegrity structure's form finding (Figure 6). The 

comparison also highlighted the potential of this approach in creating innova-

tive and efficient designs that were not achievable using traditional design 

methods. The methodology used in this research article can be applied to other 

design problems, demonstrating the potential of parametric design and opti-

mization tools in the field of engineering and architecture. 

The results of this research article have several implications for the design 

problem and the application of Galapagos as a parametric design tool. First, 

the optimized solutions demonstrated the potential of using parametric design 

and optimization tools to create efficient and effective Tensegrity structures. 

Second, the use of Galapagos as a parametric design tool allowed for the 
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exploration of multiple design solutions and the optimization of design pa-

rameters, leading to more innovative and efficient designs. 
 

 

Fig. 6. Result after applying solution of Galapagos 

Despite the promising results, there are some limitations and challenges 

associated with the parametric design approach and the use of Galapagos as 

an optimization tool. One of the main challenges is the complexity of the op-

timization process, which requires a significant amount of computational 

power and time. Another challenge is the need for a thorough understanding 

of the design problem and the optimization parameters, as incorrect or inade-

quate parameters can lead to suboptimal solutions. Finally, the approach is 

limited by the accuracy of the computational models used, which can intro-

duce errors and inaccuracies in the optimization process. 

Overall, the research contributes to the growing body of knowledge on the 

use of parametric design and optimization tools in engineering and architec-

ture. The implications of the research for the broader field of parametric de-

sign and optimization are significant. The results of this research can inform 

the development and application of parametric design and optimization tools 

in other fields, such as product design and manufacturing. 

Future research and development can build on the findings of this research 

article to further explore the potential of parametric design and optimization 

tools in engineering and architecture. One suggestion for future research is to 

investigate the potential of using other optimization algorithms and tools to 

optimize design parameters and explore multiple design solutions. Addition-

ally, future research can explore the integration of machine learning and arti-

ficial intelligence algorithms into the optimization process to improve the ac-

curacy and efficiency of design solutions. Finally, future research can inves-

tigate the application of parametric design and optimization tools to other 
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design problems, highlighting the potential of these tools to enhance effi-

ciency and innovation in the field of design. 
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Каждый год во всем мире происходят сильные землетрясения, кото-

рые несут за собой человеческие жертвы и большие экономические по-

следствия. Сейсмологическая теория изучается уже более века с целью 

минимизировать последствия землетрясений.  В начале 20 века в этой 

области был достигнут значительный прогресс, благодаря этому нача-

лось активное развитие новых численных методов оценки землетрясе-

ний [1]. Недавние трагическиеземлетрясения, которые произошли в фев-

рале 2023 года в Турции и Сирии, показали актуальность данной темы и 

на сегодняшний день. 

Сейсмолог Пол Эрли однажды точно подметил: «Обычно людей уби-

вают не сами землетрясения, а здания». Именно поэтому ученые по 

всему миру уделяют особое внимание вопросу о расчете зданий на 

устойчивость к сейсмическим воздействиям [2,3]. Исследования причин 

разрушения зданий при землетрясениях позволяют наработать опыт, ко-

торый в дальнейшем оказывают положительное влияние на снижение 

аварийности объектов строительства. 

Анализ повреждений, несущих конструкций у строительных объек-

тов в Турции и Сирии, позволилопределить причины их масштабных 

разрушений: 

- Возникновение высоких значений ускорения грунта; 

- Реализация проектов без сотрудничества с опытными инженерами; 
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- Некомпетентность органов инспекций, которые должны были про-

изводить контроль качества во время производства работ; 

- Применение арматуры из гладкого профиля. Данная арматура не 

обеспечивает нужного сцепления с бетоном; 

- Отсутствие закольцованности хомутов, используемых в колоннах 

или балках и их редкий шаг; 

- Несоответствие проектной марки бетона фактической. Это связано 

с проблемами проверки качества бетонной смеси, которую привозят с 

завода, а также с плохим уходом за бетоном на строительной площадке 

во время проведения работ; 

Данные факторы необходимо учитывать и при строительстве в Рос-

сии, так как в состав страны входят сейсмически опасные зоны, в кото-

рых в любой момент может произойти землетрясение.  

Для возможности строительства зданий и сооружений всейсмически 

опасных районах производят расчеты на прочность и устойчивость, с 

учетом особого сочетания нагрузок. При этом для повышения надежно-

сти зданий используют: системы сейсмоизоляции, особые конструктив-

ные и объемно-планировочные решения.   

Сейсмическое воздействиеотличается от другихтрудностью его точ-

ного моделирования в расчетной схеме. Оно носит случайный характер, 

поэтому невозможно точно предсказать какое воздействие будет оказы-

вать влияние на проектируемый объект. Россия и другие развитые 

страны разработали собственные своды правил, которые применяются 

при строительстве в сейсмически опасных районах. 

В нормах РФ при расчете зданий и сооружений на сейсмические воздей-

ствия, в зависимости от важности объекта, рассматриваются два случая - мак-

симальное расчетное землетрясениеи проектное землетрясение. 

Проектное землетрясение - землетрясение с максимальной интенсивно-

стью на площадке строительства, которое повторяется один раз в 100 лет. 

Максимальное расчетное землетрясение - землетрясение с макси-

мальной интенсивностью на площадке строительства, которое повторя-

ется один раз в 500 лет. 

В зависимости от уровня ответственности объекта в нормах Россий-

ской Федерации выделяют два метода расчета - прямой динамический 

анализ и линейно-спектральный. В СП 14.13330.2018 реализован расчет 

по линейно-спектральному методу. 

Линейно-спектральный метод построен на основе концепции спектр 

ответа. Спектр ответа (спектр отклика) однокомпонентной акселеро-

граммы - функция, связывающая между собой максимальное по модулю 
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ускорение одномассового линейного осциллятора и соответствующий 

этому ускорению период (либо частоту) собственных колебаний того же 

осциллятора, основание которого движется по закону, определенному 

данной акселерограммой. 

Расчётная сейсмическая нагрузка, при применение линейно-спек-

трального метода определяется по формуле: 

 
0 1 0

J J
ik ikS K K S=   .  (1) 

где К0 - коэффициент, учитывающий назначение и ответственность со-

оружения; К1 - коэффициент, учитывающий допускаемые повреждения 

объекта; SJ
0ik - значение сейсмической нагрузки, определяемые в пред-

положении упругого деформирования конструкций по формуле: 

 
0
J j J
ik k i ikS m A K =     .  (2) 

где mj
k - масса здания или момент инерции соответствующей массы здания; 

А - значение ускорения в уровне основания, принимаемое равным 1,0; 2,0; 

4,0 м/с2 для расчетной сейсмичности 7, 8, 9 баллов соответственно; βi - ко-

эффициент динамичности; КΨ - коэффициент, характеризующий способ-

ность объекта к рассеиванию энергии; ηJ
ik - коэффициент, зависящий от 

формы деформации здания или сооружения при его собственных колеба-

ниях по i-й форме, от узловой точки приложения рассчитываемой нагрузки 

и направления сейсмического воздействия. 

В наших нормах, спектры ответов представлены в виде кривых, ко-

торые имеют зависимость от периода колебаний осциллятора, располо-

женного на разных типах грунта. Для оценки сейсмических воздействий 

вводится такое понятие как «спектральный коэффициент динамично-

сти», зависимость которого представлена на рисунке 1. 

Важно отметить, что многие российские ученые придерживаются 

мнения о том, что спектральные динамические коэффициенты, пред-

ставленные в сводах правил РФ, не соответствуют характеристикам воз-

можных землетрясений и поэтому не могут быть рекомендованы в каче-

стве исходных данных для расчёта [4,5,6]. Кривые, представленные в 

наших нормативных документах, имеют значительное отличие от экспе-

риментально обоснованных спектров, которые применяются в других 

странах. Для развития методов расчета на сейсмические воздействия ав-

торам российских норм необходимо выпустить научные труды, в кото-

рых будут подробно описаны процессы получения спектральных кри-

вых и представлена ихдостоверность приприменении на практике. 
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Данная информация поможет конструкторам лучше понять физический 

процесс расчета строительных конструкций при землетрясениях и убе-

диться в надежности российских норм. 

 

Рис. 1. Спектральный коэффициент динамичностиβ [1]. 

Прямой динамический метод позволяет произвести расчет на задан-

ные акселерограммы с использованием прямого интегрирования без раз-

ложения по формам, что дает более точный результат. По нормам РФ 

прямому динамическому анализу подвергаются только здания и соору-

жения 1 и 2 категорий сложности. Это связано с тем, что линейно-спек-

тральный метод нельзя использовать для расчета систем с большим пе-

риодом собственных колебаний, таких как: большепролетные здания, 

мосты и т.п.   

При реализации прямых динамических расчетов с применением ак-

селерограмм за основу принимаются данные о землетрясениях, вызыва-

ющих колебания с преобладающими периодами, величины которых 

близки к периодам первой формы собственных колебаний проектируе-

мого объекта. 

Заключение. Динамический расчет методом прямого интегрирова-

ния уравнений движения выполняется для зданий и сооружений повы-

шенного уровня ответственности. Для расчета зданий и сооружений 

нормального уровня ответственности при сейсмических воздействиях, 

согласно действующим нормам РФ, применяется линейная спектраль-

ная теория. В эту теорию введено понятие спектрального динамического 

коэффициента. Данный коэффициент на сегодняшний день вызывает 

много споров из-за того, что нигде не объясняется как были получены 

формулы и кривые коэффициентов динамичности. На сегодняшний 

день, ключевым этапом развития сейсмостойкого строительства в РФ яв-

ляется разработка научных трудов, в которых будут описаны этапы 
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получения спектрального коэффициента динамичности и подтверждена 

его достоверность при практическом применении. Если же выпуск дан-

ных трудов не планируется, тонеобходимо рассмотреть возможность пе-

рехода на обоснованные теории зарубежных стран. 
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УДК 539.3 

УСТОЙЧИВОСТЬ ОБОЛОЧЕК 

С НИЗКОЙ СДВИГОВОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ 

Иноземцев В.К., Синева Н.Ф. 
СГТУ им. Гагарина Ю.А., г. Саратов, Россия 

Низкая сдвиговая жесткость материалав поперечном направлении ха-

рактерна для конструктивных строительных материалов, особенно для 

новых композитных материалов и многослойных пакетов, созданных из 

разных по свойствам слоев. 

Низкая сдвиговая жесткость конструкционного материала оболочки ха-

рактеризуется отношением модуля сдвига в поперечном направлении G к мо-

дулю Юнга E, значение которого может достигать величины G/E = 1/100.  

Устойчивость пологой оболочки может быть исследована при учете 

больших прогибов оболочки при действии поперечной нагрузки с пози-

ций нелинейной теории. 
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Нелинейная теория основана на нелинейной связи деформаций с пе-

ремещениями в срединной поверхности оболочки. Перемещения U, V 

точек срединной поверхности отсчитывают вдоль линий кривизны х, у; 

кривизны обозначены kx и ky, функция перемещений W (по нормали к 

срединной поверхности), функция усилий обозначена F. Размеры в 

плане прямоугольной оболочки обозначены a и b, h- толщина, q распре-

деленная нагрузка. 

Нелинейная система уравнений теории пологих оболочек в смешан-

ной форме. 

( )

( )

4 2

4 2

, ,

1 1
,

2

k

k

D W L W F F q

F L W W W
Eh

 = +  +



 = − −  


,                           (1) 

где 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
, 2

W F W F W F
L W F

x y y xx y y x

     
= + −

      
.                  (2) 

Классическая кинематическая гипотеза Кирхгофа-Лява предпола-

гает, что при деформировании оболочки ее поперечное сечение остается 

плоским и нормальным к срединной поверхности оболочки. Низкая 

сдвиговая жесткость поперечного сечения оболочки приводит к разви-

тию деформаций поперечного сдвига, при котором поперечное сечение 

поворачивается на угол сдвига и искривляется (рис. 1). 

 

Рис. 1. Поворот поперечного сечения оболочки 

Дифференциальные уравнения равновесия и граничные условия по-

лучим на основании вариационного принципа Э.Рейснера [1]. 
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Здесь R - функционал Рейснера вида 
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кинетическая энергия Т: 

3 2
3 2 11

1
( )

2
k jjS h

T U dx dx dx
=

=    ,   - плотность материала. 

Вариация работы внешних сил А: 

2 3 3 0 0
3 2 1 3 2 11 ij ji j jhS S

A U dx dx dx P U dx dx   
=

= +  ∬ ∬ , 

здесь: первое слагаемое - работа контурных нагрузок, второе - работа 

поперечной нагрузки, приложенной на поверхности оболочки. 

Вариационное уравнение позволяет получить естественные условия 

на контуре, начальные условия и систему дифференциальных уравнений 

движения, описывающих свободные и вынужденные колебания двух-

слойных пластин. Эта система в случае статики описывает напряженно-

деформированное состояние двухслойных пластин. Из условия равен-

ства нулю коэффициентов при вариациях напряжений в выписанном ва-

риационном уравнении, получаются физические соотношения. 

Полагая равными нулю коэффициенты при независимых вариациях 

перемещений в вариационном уравнении и, вводя функцию усилий F, 

можно записать следующую систему дифференциальных уравнений с 

учетом инерции изгиба. Система дифференциальных уравнений равно-

весия для двухслойной конструкции будет иметь вид: 

( ) ( )
2 2 2

3 , ,11 ,221
; * * ;

k

ij ij ijk h
dx F F 

=
=  −  = +                 (4) 

11,11 12,12 22,222 0М М М Р+ + + = 11,1 12,2 1 0М M Q+ − = . 
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Полученные выражения для деформаций соответствуют уточненной мо-

дели пластины, обладающей низкой сдвиговой жесткостью, которая описы-

вается нелинейной кинематической моделью. Построенная нелинейная ки-

нематическая модель, как частный случай, позволяет получить линейную ки-

нематическую модель и классическую модель прямых нормалей. 

Сопоставим результаты расчета оболочки с кривизной kx = ky = 18, 

полученные на основе гипотезы модели Кирхгофа-Лява (график 1 на 

рис. 2), и модели c учетом деформации поперечного сдвига, при 
2

2

a G

Eh
= = ( афик 2 на рис. 2). Графики 1 и 2 на рис. 2 построены для цен-

тральной точки квадратной в плане оболочки. 

 

Рис. 2. Сопоставление результатов расчета оболочки 

Pkp-- критическая нагрузка на рис. 2 - для классической кинематической 

модели (Кирхгофа-Лява), P*
kp-критическая нагрузка при низкой сдвиго-

вой жесткости оболочки в поперечном направлении. Здесь можно отме-

тить, что в предельной по нагрузке (P*
kp) точке на графике 2 переход к 

удаленному состоянию равновесия происходит в форме «выпучивания» 

вверх центра оболочки. 

 

Рис. 3. Изменение формы деформирования поверхности оболочки. 
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Рассмотрим изменение формы деформирования поверхности оболочки 

для различных уровней нагружения. На рис. 4 показано изменение формы 

оболочки в виде отношения вертикального перемещения поверхности обо-

лочки к значению перемещения в центре плана оболочки. 

 

Рис. 4. Изменение формы оболочки 

Здесь можно видеть, что максимальный прогиб оболочке развивается 

не в центре плана оболочки, а в «четвертях» ее плана, при этом центр 

оболочки «выпучивается» вверх. Такое явление некоторые авторы назы-

вают «местной потерей устойчивости». 

 

Рис. 5                                                         Рис. 6 
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Рост физико-геометрического параметра ( = )  повышает кри-

тическую нагрузку. При этом появляется изолированное решение нели-

нейной задачи (рис. 7). 

При возрастании сдвиговой жесткости поперечного сечения обо-

лочки изолированные решения «стягиваются» в точку, а нелинейное ре-

шение совпадает с решением на основе классической модели (рис. 7). 

 

Рис. 7. Изолированное решение нелинейной задачи 

Устойчивость состояний равновесия на ветвях нелинейных решений 

рассмотрим с позиций энергетического подхода. В этом случае исследу-

ется изменение полной потенциальной энергии системы при ее отклоне-

нии от положения равновесия.  

В положении равновесия полная потенциальная энергия оболочки, 

нагруженной консервативной системой сил, имеет стационарное значе-

ние, при этом, согласно теореме Лагранжа, положение равновесия будет 

устойчивым, если в этом положении потенциальная энергия мини-

мальна по отношению к значениям энергии для всех смежных отклонен-

ных состояний. Положение равновесия не будет устойчивым во всех 

случаях, если потенциальная энергия имеет стационарное, но не мини-

мальное значение. 

Полная энергия упругой системы Э представляет собой сумму потен-

циальной энергии деформации U и изменения потенциала нагрузки V, 

равного взятой со знаком минус работе внешней нагрузки R, производи-

мой при деформировании оболочки: 

Э U V U R= + = − .  

Скажем характер изменения полной потенциальной энергии для обо-

лочки, рассматриваемой как система с одной степенью свободы, дефор-

мированное состояние которой полностью определяется одним незави-

симым параметром прогиба оболочки в центре (рис. 8). 
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На рис. 9 графиками 1, 2, 3, 4, 5 показан характер изменения энергии Э 

для уровней нагрузки равных 132; 209; 336; 400. Как видно по поведению 

графиков 1, 2, 3 положения равновесия, соответствующие заданным уров-

ням нагрузки, являются устойчивыми на восходящей ветви графика 

«нагрузка-прогиб» (9) и неустойчивыми на нисходящей ветви. 

 

Рис. 8                                           Рис. 9 

Устойчивые положения равновесия на первой восходящей ветви от-

делены от устойчивых равновесных состояний на второй восходящей 

ветви значительным «энергетическим барьером» (графики 1 и 2), кото-

рый снижается при повышении уровня нагружения (график 3). При до-

стижении уровнем нагружения значения критической нагрузки, график 

изменения энергии имеет точку перегиба (график 4), при этом новое 

устойчивое равновесное состояние оболочки переходит на вторую вос-

ходящую ветвь. При значениях уровня нагружения оболочки превыша-

ющих критическое значение (график 5), устойчивые равновесные состо-

яния на второй восходящей ветви устойчивы не только по отношению к 

близким равновесным формам, но и к равновесным формам, отвечаю-

щим любым конечным прогибам. 

Изложенный путь исследования устойчивости положений статического 

равновесия используется во всех других более сложных случаях поведения 

оболочки, в том числе для систем со многими степенями свободы. 

Результаты исследования устойчивости равновесных форм в закри-

тической области  деформирования представлены на рис. 10, где при  

 =   графиками 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 показано изменение энергии оболочки 
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вблизи положений равновесия при значениях нагрузки равных 99,6: 

103,5: 107.3: 119: 140: 175: 184. Как показывают графики равновесные 

закритические состояния устойчивы, и существует третья восходящая 

ветвь со своей верхней критической нагрузкой. В случае образования за-

мкнутого изолированного закритического решения (рис. 11), что проис-

ходит при  = 10,24, по-прежнему три устойчивых восходящих ветви ре-

шения с соответствующими им тремя предельными критическими точ-

ками. 

 

Рис. 10                                                Рис. 11 

На рис. 12 представлено изменение полной потенциальной энергии в 

области первой верхней предельной по нагрузки точки и начального за-

критического поведения. Графиками 1, 2, 3, 4, 5, 6 показаны энергетиче-

ские уровни оболочки соответствующие следующим значениям 

нагрузки; 73: 91.2: 99.6: 103.5: 107.3: 111. Первая предельная точка со-

ответствует критической нагрузке при которой исходное равновесное 

состояние на первой восходящей ветви переходит в состояние безраз-

личного равновесия по отношению к смежному состоянию равновесия, 

при этом практически не существует энергетического барьера между ис-

ходным безразличным состоянием и соответствующим данному уровню 

нагрузки устойчивым состоянием равновесия на второй восходящей 

ветви. Здесь следует отметить, что уровни энергии вблизи первой кри-

тической нагрузки на устойчивых ветвях в области неоднозначности 
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решения по нагрузке (рис. 12) отличаются незначительно. Энергетиче-

ский барьер, препятствующий переходу оболочки из одного равновес-

ного состояния в другое, почти отсутствует. Эта тенденция сохраняется 

при сопоставлении энергетических уровней основного и изолирован-

ного решений (рис. 12). 

 

Рис. 12. Сопоставление энергетических уровней 

основного и изолированного решений 

Таким образом, реализующаяся равновесная форма такой оболочки в 

области первой критической нагрузки в известной мере является неопре-

деленной. Данное состояние будем определять как состояние «множе-

ственности» равновесных форм. В данном примере оболочка, очевидно, 

может находиться в любом из трех найденных равновесных устойчивых 

состояниях, соответствующих одному и тому же значению нагрузки, 

близкому к критическому значению. 
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ИНСТРУМЕНТАРИЙ ПОВЫШЕНИЯ НАДЕЖНОСТИ 

ИНФОРМАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 

Кастырина А.А., Чигинский Д.С. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Проблема надежности технических систем существует уже, как мини-

мум, несколько десятилетий. Создание и использование систем и моделей 

без специальных мер по обеспечению их надежности не имеет смысла. 

Опасность заключается не только в том, что новая сложная техническая си-

стема не будет работать, но главным образом в том, что отказы в ее работе, 

в том числе и неправильная работа, может привести к катастрофическим 

последствиям. С учетом этого при проектировании, изготовлении и эксплу-

атации систем должны предприниматься соответствующие меры, обеспе-

чивающие повышение надежности этих систем. 

Факторы, влияющие на надежность при проектировании [1]: 

- количество и качество элементов в модели оказывает влияние 

на надежность. Увеличение количества используемых элементов приво-

дит к резкому ухудшению надежности; 

- режим работы элементов. Самые надежные элементы, работающие 

в тяжелом, не предусмотренном для их применения режиме, могут стать 

источником частых отказов. Для каждого элемента устанавливаются 

технические условия на режим работы этого элемента; 

- применение стандартных и унифицированных элементов резко по-

вышает надежность модели.  

Факторы, влияющие на надежность в процессе эксплуатации: 

- квалификация обслуживающего персонала; 

- внешние условия; 

- на надежность влияет фактор времени.  

Для построения любой модели важно определение структуры си-

стемы - совокупность связей между элементами системы, ограничиваю-

щих их взаимодействие. Классический подход к изучению взаимосвязей 

предусматривает рассмотрение их как отражение связей между отдель-

ными подсистемами. Этот подход рассматривается при создании про-

стых объектов предметной области. Реальный объект разбивается на от-

дельные подсистемы, то есть выбираются исходные данные Д системы, 

моделируются и ставятся цели Ц, отражающие отдельные стороны про-

цесса моделирования. По сути совокупности исходных данных ставится 

цель моделирования отдельной стороны функционирования системы. 

На базе этой цели формируется некая компонента К, а совокупность 
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компонент объединяется в модель М [2]. Диаграмма построения связей 

между отдельными подсистемами математической модели показана 

на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Диаграмма создания математической модели 

На примере диаграммы для математической модели составлена диа-

грамма для информационной модели здания. На рисунке 2 показаны 

структурные составляющие с момента начала реализации проекта до со-

здания полноценной модели. 

 

Рис. 2. Диаграмма создания информационной модели здания 

Для создания надежной модели в процессе ее создания BIM-отделом 

выполняются проверки. Модель проверяется в определенной последова-

тельности. Если этап не проходит проверку, то модель отправляется на 

доработку. Не допускается переход к следующему этапу до тех пор, пока 

не устранены замечания по предыдущим этапам проверки [3]. 
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Рабочие наборы. Все элементы модели должны находиться в пра-

вильных рабочих наборах. Системы, разделы проекта должны нахо-

диться в разных рабочих наборах. Минимальный перечень рабочих 

наборов заносится в файл BIM-отделом при подготовке файла. 

Если на 3D-виде отразить один рабочий набор системы, то на вид 

должны попасть все элементы этой системы, без пробелов. Для нагляд-

ности инструмент отображения рабочих наборов показывают разными 

цветами (рисунок 3). 
 

 

Рис. 3. Рабочие наборы в Revit 

Привязка элементов. В модели не должно быть элементов, привя-

занных к неправильным уровням. Необходимо следить за тем, чтоб не 

моделировать элементы с привязкой к временным уровням, дублирую-

щим уровням, перемещенным уровням. Переназначение уровня иногда 

приводит к нарушению целостности систем. 

Целостность систем. Все элементы, входящие в систему, должны 

правильно соединяться друг с другом, образовывая единую систему. Ко-

личество, тип и наименование систем должно соответствовать BEP. Как 

правило, при подготовке файла в него заносятся все возможные си-

стемы, которые будут использоваться при моделировании. Системы 

определены в соответствующих типоразмерах. Все элементы, образую-

щие инженерную систему, должны соединяться через правильно настро-

енные соединители.  
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Если элементы не соединяются, то нужно обращать внимание на сле-

дующее:  

- элементы не выравнены; 

- не настроена трассировка; 

- размеры соединителей элементов не совместимы; 

- соединители принадлежат разным системам; 

- соединители имеют направления (внутрь, наружу), которые не сов-

падают. 

Инженерные решения. Системы должны быть построены в соответ-

ствии с принятыми техническими решениями. На этом этапе проверя-

ются сечения, правильность типа используемого оборудования, пра-

вильность соединения элементов между собой. Ответственный за дан-

ную проверку - главный специалист по соответствующему разделу и 

главный инженер проекта. 

Коллизии. Как правило, допуски на коллизии описываются в BEP 

или EIR в виде матрицы коллизий. Это таблица, в которой указано эле-

менты каких категорий могут пересекаться друг с другом и насколько 

мм. Коллизии обычно проверяются, когда системы уже собраны и про-

верены на правильность технических решений. Нет смысла проверять 

пересечения, если в последствии окажется, что система построена не-

правильно. Коллизии со смежными системами проверяются в послед-

нюю очередь. 

Таким образом, рассмотрен некоторый инструментарий, позволяю-

щий обеспечить надежность информационных моделей зданий и соору-

жений на всех этапах их жизненного цикла. Следует отметить, что раз-

работка информационных моделей с учётом требований к их надежно-

сти позволяет рассчитывать на существенное сбережение материальных 

и временных ресурсов на последующих этапах проектирования, строи-

тельства и эксплуатации зданий и сооружений. 
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УДК 539.3: 620.193:669 

ВОЗДЕЙСТВИЕ ВОДОРОДОСОДЕРЖАЩЕЙ СРЕДЫ 

НА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ И ПРЕДЕЛЬНОЕ 

СОСТОЯНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ИЗ СПЛАВА ТИТАНА 

Кузнецова В.О. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Титановые сплавы, не проявляющие изначально чувствительности к 

виду напряженного состояния, в ходе насыщения водородом приобре-

тают наведенную зависимость деформационных и прочностных свойств 

от вида напряженного состояния с неоднородностью по направлениям 

градиентного воздействия среды. Свойства наведенной изменяющейся 

во времени разносопротивляемости важно учитывать при расчете эле-

ментов конструкций из титановых сплавов, работающих в условиях 

агрессивной водородосодержащей среды. 

Рассмотренные модели конструкций, эксплуатирующихся в водоро-

досодержащей среде, в работах Овчинникова И.Г. [1] представляют со-

бой совокупности следующих элементов: модели конструктивного эле-

мента, модели материала, модели воздействия среды и предельного со-

стояния. На базе этого подхода в данной статье исследуется напря-

женно-деформированное состояние круговой цилиндрической обо-

лочки, выполненной из титанового сплава ТС5, с учетом свойств водо-

родного охрупчивания.  

Объектом исследования является тонкостенная цилиндрическая обо-

лочка кругового сечения из α-сплава титана ТС5, загруженная внутрен-

ним давлением (рис. 1).  

 

Рис. 1. Схема оболочки 

Цилиндр жестко защемлен по торцам и имеет следующие геометри-

ческие параметры: длина вдоль образующей L=4 м, радиус R=0,6 м, k - 

кривизна оболочки, толщина оболочки h=0,02 м. Нагрузка принималась 
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в интервале q= 0...28 МПа. Для определения положения произвольной 

точки на срединной поверхности используем систему Гауссовых коор-

динат 1 , 2  и 3 , для удобства далее обозначим 1 1X = , 2 = , 3 z =

. Для описания перемещений произвольной точки тела цилиндрической 

оболочки введем триаду u ,  , w , где u  - перемещения вдоль оси об-

разующей оболочки,  - окружные (круговые) перемещения, w - ради-

альные перемещения, соответствующие понятию прогиба для рассмат-

риваемой оболочки. 

Для оценки поведения цилиндрической оболочки при больших про-

гибах, в соответствии с гипотезами Кирхгофа-Лява и Кармана и ввиду 

осевой симметрии рассматриваемой задачи по силовым и деформацион-

ным параметрам, геометрические соотношения для срединной поверх-

ности представим в виде [3]: 

 2
1 1 11, 0,5( , )u w = + ;   kw = ; 1 11,w = − ;   1 1 1e z = + ;   e = . (1) 

где 1 ,   - относительные деформации вдоль соответствующих осей, 

1  - кривизна оболочки. 

Рассмотрим нормированное пространство, связанное с октаэдриче-

ской площадкой. Напряженное состояние в нем определяется модулем 

вектора полного напряжения на этой площадке 0S , углом  , который 

образует вектор 0S  с нормалью к этой площадке, и углом   - фазой 

напряжений [3]: 

 2 2
0S  = + , (2) 

где / 3ij ij  = - среднее напряжение или нормальное октаэдрическое; 

/ 3ij ijS S = - касательное октаэдрическое напряжение; ij ij ijS   = −  - 

девиатор напряжений; ij - символ Кронекера. Для удобства при описа-

нии состояний деформируемых сред рекомендуется перейти от углов   

и   к их тригонометрическим представлениям: 0cos / S  = = ; 

0sin / S  = = ; 3cos 3 2 det ( ) /ijS = ; , 1, 2, 3i j = . 

Кинетический потенциал деформаций запишем в виде [5]: 

 2 2
1 ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) Cos3 )e e e e eW A B C D E          = + + + + +   

 2 2[( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) Cos3 ) ]n
p p p p pA B C D E          + + + + + , (3) 
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где ( )eA  , ( )eB  , ( )eC  , ( )eD  , (eE  ), ( )pA  , ( )pB  , ( )pC  , ( )pD  , 

( )pE   - функции, определяющие физико-механические характеристики 

материала, фигурирующие в записи потенциала квазилинейной и нели-

нейной частей и зависящие от степени насыщения водородом. 

Материальные функции определяются из опытов по одноосным рас-

тяжению и сжатию следующим образом [3]: 

 1 1( ) 3[ ( ) ( )]eA A C  = + ; 1 1( ) 3[ ( ) ( ) / 2]eC A C  = − ;  

 1 1( ) 3[ ( ) 2 ( )]eB B D  = +  1( ) 27 ( )eD B = ; (4) 

 1 1( ) 1,5[ ( ) ( )]eE B D  = − ;  2 2( ) 3[ ( ) ( )]pA A C  = + ;  

 2 2( ) 3[ ( ) ( ) / 2]pC A C  = − ;  2 2( ) 3[ ( ) 2 ( )]pB B D  = + ;  

 2( ) 27 ( )pD B = ; 2 2( ) 1,5[ ( ) ( )]pE B D  = − .  

Взаимосвязь тензоров деформаций и напряжений получим из выра-

жения потенциала (3), применив к нему формулы Кастильяно: 

 1 ;kk

kk

W
е




=


 12 ;ij ij

ij

W
 




= =


 ( , , 1,2,3; );i j k i j=   (5) 

С учетом принятых модельных гипотез оболочки, связь деформаций 

с напряжениями представляется в виде: 

 11 11

22 22

[A] ;
e

e





   
=   

   
 11 12

21 22

( ) ( )
[A] .

( ) ( )

A A

A A

 

 

 
=  

 
 (6) 

Обращая матричные уравнения (6), получим зависимости напряже-

ний от деформаций: 

 11 11

22 22

[B] ;
e

e





   
=   

   
 11 12

21 22

( ) ( )
[B] ,

( ) ( )

B B

B B

 

 

 
=  

 
 (7) 

где 1[B] [A]−= ; А11, А12, … - компоненты симметричной матрицы 

податливостей [A], являющиеся функциями, содержащими потенциал 

деформации W1 (3), зависящими от вида напряженного состояния и 

степени наводороживания титанового сплава. Эти компоненты опреде-

ляются следующим образом: 

 2 2
11 1 3 2 4( ) {2[ ( ) 2 ( )] / 3 ( ) [3 2 ] / 3 ( )[ (2 ) / 3A R R R R        = + + − + − +   
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2
11 22 0 5

22 0

4( 2 ) / 9 ] ( )[ Cos3 (1 )

2 2 2Cos3 2 / ]} / 3

S R

S

     

  

+ − + + +

+ − −
 

12 1 3 2 4

5

( ) {2[ ( ) ( )] / 3 [ ( ) ( ) / 3]

( )[Cos3 (1 ) 2 ]} / 3

A R R R R

R

     

   

= − + + +

+ − −
; 

2
22 1 3 2

2
4

( ) {2( ( ) 2 ( )) / 3 ( ) [3 2 ] / 3

( )[ (2 )

A R R R

R

     

  

= + + − +

+ − +
 

2
22 11 0 5

22 0

4( 2 ) / 9 ] ( )[ Cos3 (1 )

2 2 2Cos3 2 / ]} / 3

S R

S

     

  

+ − + + +

+ − −
; 

 2 1( ) ( ) [( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )] ( )n
k ek p p p p pkR L n A B C D L         −= + + + + ;  

 1( ) ( )m mL A = ; 2( ) ( )m mL B = ; 3( ) ( )m mL C = ; 4( ) ( )m mL D = ;  

 5( ) ( )m mL E = ;   ,m e p= ;   1,2,3k = ; 12 21( ) ( )A A = .  

Осевая симметрия задачи позволяет записать статические уравнения 

в упрощенном виде: 

 1 1, 0N = ;   1 1 1 1 1, , 0M Q N w− − = ;   1 1, 0Q kN q− + = . (8) 

Усилия и моменты определяются путем интегрирования соответству-

ющих напряжений по толщине цилиндрической оболочки: 

 

/2

1 1

/2

h

h

N dz

−

=  ;   

/2

/2

h

h

N dz 

−

=  ;   

/2

1 1

/2

h

h

M zdz

−

=  ;   

/2

/2

h

h

M zdz 

−

= 

 (9) 

Используя выражения (9) и вычисляя только значимые силовые фак-

торы через компоненты деформаций, получаем: 

 1 11 1 12 11 1( ) ( ) ( )N K K P     = + + ;  

 12 1 22 21 1( ) ( ) ( )N K K P      = + + ; (10) 

 1 11 1 12 11 1( ) ( ) ( )M P P D     = + + ,  

где интегральные характеристики от материальных функций с учетом влия-

ния степени наводроживания находим через ее концентрацию   в виде: 
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/2

/2

( ) ;

h

ij ij

h

K B dz

−

=     

/2

/2

( ) ;

h

ij ij

h

P B zdz

−

=     

/2

2

/2

( ) .

h

ij ij

h

D B z dz

−

=   (11) 

Параметры ijB  зависят от концентрации водорода   и вида реализу-

емого напряженного состояния. 

Внося интегральные характеристики напряженного состояния (10) в 

уравнения равновесия (8), с учетом материальных функций (11), прихо-

дим к системе двух разрешающих дифференциальных уравнений изгиба 

оболочки в перемещениях: 

 2
11 1 1 11 11 11 11 12 1 12 1( ), ( , 0,5( , ) ) ( )( , , ) ( ), ( ) ,K u w K u w K kw K kw   + + + + + −   

 11 1 11 11 111( ), , ( ) , 0P w P w − − = ,  

 2
11 11 1 11 11 1 11 11 11 1 11 11( ), ( , 0,5( , ) ) ( ), ( , , ) ( ), ( , , )P u w P u w P u w  + + + + + +   

 11 111 111 12 11 12 1 1 12 1 1( )( , , ) ( ), ( ), , ( ), ,P u w P kw P kw P kw   + + + + + +  (12) 

 12 11 11 11 11 11 1 111 11 1111( ) , ( ), , 2 ( ), , ( ) ,P kw D w D w D w   + − − − −   

 2
12 1 11 22 21 11[ ( )( , 0,5( , ) ) ( ) ( ) , ] 0k K u w K kw P w q  − + + − + = .  

Дифференциальные уравнения (12), описывающие деформирование ци-

линдрической оболочки, имеют сильно выраженную нелинейность, что за-

метно осложняет их решение. Поэтому решение представленной системы 

уравнений проводим двухшаговым методом последовательных возмущений 

параметров В.В. Петрова [2]. Кроме того, требуется привлечение уточняю-

щей итерационной процедуры метода переменных параметров упругости 

И.А. Биргера, включаемой на первом шаге нагружения. 

Следуя методике последовательных нагружений, геометрические со-

отношения (5) для цилиндрических оболочек в приращениях запишем 

следующим образом: 

 1 1 1 1, , ,u w w  = + ; k w = ; 1 11,w = − ; (13) 

 1 1 1 1 11, , , ,e u w w z w   = + − ; e k w = .  

Физические зависимости (6) в линеаризованной форме представим 

следующим образом: 

 1 1
1 1

1

;
e e

e 



  
 

 
= +

 
   1

1

;
e e

e  
 



  
 

 
= +

 
 (14) 

Обращая соотношения (14) приходим к следующим зависимостям 

напряжений от деформаций в приращениях: 
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 1 11 1 12( ) ( )В e В e    = + ; 21 1 22( ) ( )В e В e     = + , (15) 

где 22
11( )B 


=


;   21 12

12 21( ) ( )B B 
 

= = − = −
 

;   11 22 12 21; =   −      

11
22 ( ) ;B 


=


 1

11

1

e
Δ ;

σ


=


   22

e
Δ ;

σ






=


   1

12 21

1

.
ee 

 


 =  = =

 
 

Уравнения связи усилий с деформациями срединной поверхности 

(10) в приращениях преобразуются к виду: 

 1 11 1 12 11 1( ) ( ) ( )N K K P      = + + ;  

 12 1 22 21 1( ) ( ) ( )N K K P       = + + ; (16) 

 1 11 1 12 11 1( ) ( ) ( )M P P D      = + + .  

Уравнения равновесия (8) в линеаризованной форме преобразовыва-

ются к следующему виду: 

 1 1, 0N = ;   1 1 1 1 1 1 1, , , 0M Q w N N w   − + + = ; (17) 

 1 1, 0Q k N q  − + = .  

В случае рассматриваемой осесимметричной задачи отсутствует го-

ризонтальная сила при не загруженных ею торцов оболочки, следова-

тельно 1 0N = . Отсюда получаем 1 1 1,Q M =  и два уравнения равнове-

сия. Применяя процедуры (9) и (11) и внося результаты в уравнения рав-

новесия (17), получаем систему двух дифференциальных разрешающих 

уравнений в линеаризованной форме, удобной для применения метода 

конечных разностей [4]: 

( ) ( ) ( )( )11 1 1 1 1 11 11 11 1 1 11, , , , , , , , ,K u w w K u w w w w      + + + + +

( ) ( ) ( ) ( )12 1 12 1 11 1 11 11 111, , , , , 0K k w K k w P w P w       + + − − = , 

( ) ( ) ( ) ( )11 11 1 1 1 11 1 11 11 1 1 11, , , , 2 , , , , , ,P u w w P u w w w w      + + + + +  (18) 

( )( )

( ) ( )
11 111 111 1 11 11 1 111

12 11 12 1 1

, , , 2 , , , ,

, 2 , ,

P u w w w w w w

P k w P k w

    

   

+ + + + +

+ + +

( ) ( ) ( )12 11 11 11 11 11 1 111 11 1111, , , 2 , , ,P k w D w D w D w      + − − − −  

( )( ) ( ) ( )( )2 12 1 1 1 22 12 11, , , , 0k K u w w K k w P w q       − + + − + = . 

Для обеспечения полноты системы разрешающих уравнений (18) до-

полним её граничными условиями в соответствии с формулировкой мо-

дельной задачи, а конкретно, условиями защемления цилиндра по 
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торцам (с учетом осевой симметрии задачи): на торцах цилиндра c коор-

динатами L=0 м и L=4 м: 0w = , 1, 0w = , 0u = . 

Уравнение диффузии в линеаризованной форме запишется следую-
щим образом: 

2 1

1

2 2 2 2 2 2

2 {[ cos( ) ] }

sin( ) ( / )[1 ( ) ] ,

i

t i i

i z h D i h D i h

    

   



=

=   − 

   − + −


                 (19) 

где 2/OF Dt h=  - число Фурье; i  - число членов ряда; 1  и 2  - концен-

трация среды на поверхностях оболочки; h  - толщина оболочки; z  - ко-

ордината точки по толщине оболочки. 
Краевые и начальные условия при воздействии среды со стороны дей-

ствия поперечной силовой нагрузки представлены следующим образом: 

 1( / 2, )h t  − = = ;   2( / 2, ) 0h t + = = , (20) 

 ( , 0) 0z =  (21) 

здесь   - равновесная концентрация водородосодержащей среды. 

Анализ эмпирических данных для материалов, проявляющих наведен-
ную чувствительность к виду напряженного состояния в процессе наводо-
роживания, позволяет представить условие пластичности в общем виде с 
учетом кинетики наводороживания следующим образом [3]: 

 ( , ) ( , ) ( )ijF f k     =  = , (22) 

где ( , )f    - функция, учитывающая вид напряженного состояния и за-

висящая от концентрации агрессивной среды в материале, 

( ) 2 / 3 ( )sk   = , ( )s   - предел текучести при простом сдвиге. 

Зависимость пластической характеристики ( )k   от концентрации 

( )  для сплава ТС5 представим в виде следующей зависимости: 

 0/
0 1 2( ) ( )

C B
k k B B e  −

= +  (23) 

где 0B  = 0,05632; 1B  = 0,77016; 2B  = 0,23153; 0 0k k=  432,63 Мпа. 

С учетом влияния вида напряженного состояния в процессе наводо-
роживания конструкций из титанового сплава, получим следующее вы-
ражение функции пластичности: 

 3 ( )
1 2( , ) ( ) ( )

a
f a a e

    = +  , (24) 

где 
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14 15

16 17

10 11
1 18 19( )

12 13

( )
A A sign

A A sign

A A sign
a A A sign

A A sign e

 




 



+ + 

+ 

+ 
= + + 

+  +

;  

10A = 0,188245; 11A = - 0,035555; 12A = 1; 13A = 0; 14A = - 0,0346205;  

15A = - 0,0234495; 16A = 0,01372735; 17A = 0,00462765; 18A = 0,840205;  

19A = 0,013305; 

24 25

26 27

20 21
2 28 29( )

22 23

( )
A A sign

A A sign

A A sign
a A A sign

A A sign e

 




 



+ + 

+ 

+ 
= + + 

+  +

;  

20A = - 0,106284; 21A = 0,117504; 22A = 0,5; 23A = - 0,5; 24A = - 0,0055855; 

25A = 0,0055855; 26A = - 0,0096306; 27A = - 0,0187303; 28A = 0,080935;  

29A = - 0,092155; 3 30 31 32 33( ) ( )a A A sign A A sign   = +  − +   ;  

30A = 2,120775; 31A = 1,497475; 32A = 3,79925; = 30,04925. 

С целью записи более компактной формы системы алгебраических 
уравнений воспользуемся разностной аппроксимацией четвертого по-
рядка. Одномерность задачи позволяет представить образующую ци-
линдра в виде прямой, разбитой на m узловых точек: образующую обо-
лочки разобьем на 30 участков, толщину - на 20. Интегрирование по тол-
щине выполнялось численно по правилам Симпсона.  

На основе полученных ранее уравнений состояния произведен чис-
ленный анализ нелинейного деформирования круговой цилиндрической 
оболочки. Проведен анализ результатов расчета оболочки в условиях 
воздействия агрессивной водородосодержащей среды. 

Рисунки 2 и 3 отражают распределение прогибов и горизонтальных пере-
мещений срединной поверхности оболочки с увеличением нагрузки при раз-
ных уровнях водородонасыщения от 0,01% =  до 0,08% = . 

 

Рис. 2. Прогибы вдоль образующей цилиндра 

под воздействием нагрузки интенсивностью 28q МПа=  
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Рис. 3. Горизонтальные перемещения вдоль образующей цилиндра 

под воздействием нагрузки интенсивностью 28q МПа=  

Рисунки 4 и 5 свидетельствуют о том, что в процессе насыщения сплава 

водородом при фиксированной нагрузке напряжения увеличиваются. 

 
Рис. 4. Напряжения   вдоль образующей цилиндра по нижней по-

верхности под воздействием нагрузки интенсивностью 28q МПа=  

 

Рис. 5. Напряжения   вдоль образующей цилиндра по верхней по-

верхности под воздействием нагрузки интенсивностью 28q МПа=  



XXIV Международная научно-техническая конференция 

38 

В таблице 1 приведены данные сравнения результатов расчета цилин-

дрической оболочки из сплава титана ТС5 по рассматриваемой модели 

с результатами, полученными на базе соотношений И.Г. Овчинникова и 

Л.А. Кирилловой.  
 

Таблица 1 - Анализ результатов расчета оболочки 
 

Концентрация 

водорода λ, % 

Растягивающее напряжение 
max
 , МПа 

Прогиб в центре плана обо-

лочки 0w , мм 

Рассматриваемая 

модель 

И.Г. Ов-

чинни-

ков, 

Л.А. Ки-

риллова 

Рассматриваемая 

модель 

И.Г. Ов-

чинни-

ков, 

Л.А. Ки-

риллова 

0,00 350,07 350,07 7,18 7,18 

0,08 515,17 386,89 8,75 7,57 
 

Разница в результатах расчета оболочки, находящейся в существенно 
насыщенном состоянии (при λ = 0,08%) для величины напряжений состав-
ляет 33,8%, а для величин максимальных прогибов - 16,6%, объясняется это 
тем, что принятые потенциальные соотношения [3] изначально обладают бо-
лее гибким механизмом учета влияния вида напряженного состояния на ме-
ханические характеристики материалов в самом широком спектре их изме-
нения, согласно сравнительному анализу с соотношениями И.Г. Овчинни-
кова и Л.А. Кирилловой, а также с использованием наиболее точного числен-
ного метода МКР для того, чтобы возможно было произвести деформацион-
ный расчет заданной конструкции. 

В результате обработки диаграмм деформирования круговой цилиндри-
ческой оболочки, выполненной из сплава титана ТС5 с применением условия 
пластичности (22) получены зависимости величины прогибов, нагрузки и 
напряжений от степени концентрации среды при снижении условных преде-
лов текучести, записанные в виде степенных полиномов: 

 2 3
0 1 2 3w a a a a  = +  +  +    

 2 3
0 1 2 3q b b b b  = +  +  +   (25) 

 2 3 4
0 1 2 3 4с с с с с    = +  +  +  +    

где 0a  = 0,0218 м; 1a  = 0,00484 м; 2a  = 0,11778 м; 3a  = - 1,3356 м; 

0b  = 25,15371 МПа; 1b  = - 294,25725 МПа; 2b  = 5781,52393 МПа; 

3b  = - 44550,17793 МПа; 0c  = - 3,51132 Па·108; 1c  = 55,17977 Па·108; 
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2c  = - 1813,45787 Па·108; 3c  = 30423,006 Па·108; 

4c  = - 159679,505 Па·108. 

Зависимость прогибов и напряжений цилиндрической оболочки от 

нагрузки при разной степени наводороживания с фиксацией предель-

ного состояния изображена на рисунках 6-9. 
 

  

Рис. 6. Зависимость прогибов ци-

линдрической оболочки от 

нагрузки при разной степени 

наводороживания с фиксацией 

предельного состояния 

Рис. 7. Зависимость окружных 

напряжений цилиндрической 

оболочки от нагрузки при разной 

степени наводороживания с фик-

сацией предельного состояния 

  

Рис. 8. Зависимость прогибов ци-

линдрической оболочки от сте-

пени наводороживания с фикса-

цией предельного состояния 

Рис. 9. Зависимость величины 

приложенной нагрузки на цилин-

дрическую оболочку от степени 

наводороживания с фиксацией 

предельного состояния 

Представленные диаграммы наглядно иллюстрируют тот факт, что с 
увеличением концентрации водорода в материале предельное состояние 
конструкции по условным пределам текучести достигается при прило-
жении к оболочке меньшей нагрузки относительно начального состоя-
ния λ = 0%. 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

40 

Проведя количественный анализ результатов, приведенных на диа-
граммах 6-9, можно сделать вывод о том, что предельное состояние по 
условным пределам текучести с повышением концентрации водорода в 
теле материала наступает существенно раньше, относительно началь-
ного состояния λ = 0% как по напряжениям, так и по прогибам. Это объ-
ясняется снижением механических характеристик материала под воз-
действием агрессивной водородосодержащей среды с течением вре-
мени. Из результатов видно, что в момент полного насыщения толщины 
оболочки до λ = 0,08% по отношению к исходному состоянию λ = 0% 
различие величин прогибов составляет 6,85 %, напряжений - 62,46 %, а 
предельной нагрузки - 58,86 %, что недопустимо при эксплуатации кон-
струкций высокой ответственности. 

Полученные результаты решения конкретной задачи деформирова-
ния тонкой круговой цилиндрической оболочки из титанового сплава 
ТС5 свидетельствуют о необходимости применения гибкого механизма, 
позволяющего учитывать изменения механических характеристик мате-
риала под воздействием агрессивной водородосодержащей среды.  
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УДК 539.375 

ЧАСТИЧНЫЙ КОНТАКТ БЕРЕГОВ ТРЕЩИНЫ 

В СТРИНГЕРНОЙ ПЛАСТИНЕ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ 

Мир-Салим-заде М.В.  

ИМиМ, г. Баку, Азербайджан 

Тонкие пластины с отверстиями являются широко используемым 

элементом конструкций. При этом отверстия создают повышенную кон-

центрацию напряжений в пластине и зарождение или развитие трещин 

следует ожидать с поверхности отверстия. Усиление пластины ребрами 

жесткости способствует смыканию берегов трещины [1]. Рассмотрим 

прямолинейную трещину, исходящую из контура кругового отверстия 

стрингерной пластины, берега, которой вошли в контакт.  

Пусть имеется бесконечная тонкая пластина с круговым отверстием ра-

диуса R. Пластина является упругой, изотропной и подкреплена попереч-

ными упругими стрингерами. Ha бесконечности пластина подвергается од-

нородному растяжению вдоль стрингеров. Принимаем, что стрингеры не 

подвергаются изгибу и при деформации их толщина не меняется. Из контура 

отверстия исходит прямолинейная трещина вдоль оси абсцисс. Полагаем, 

что в зоне трещины, примыкающей к вершине, между берегами происходит 

взаимодействие. Это взаимодействие моделируем связями между берегами 

трещины (силами сцепления). Физическая природа связей между берегами 

(сил сцепления) зависит от материала пластины, размеров трещины и зоны 

взаимодействия (концевой зоны).  

Стрингеры приклепаны к пластине в точках 0(2 1)z m L iny=  +   (m = 

0,±1,±2,…; n = ±1,±2,..) с постоянным шагом по всей их длине (рис. 1). 

Их действие заменяется эквивалентными сосредоточенными силами Pmn, 

приложенными в точках соединения пластины и стрингеров. Силы Pmn 

заранее неизвестны. 

В рассматриваемом случае берега трещины частично вошли в кон-

такт (рис. 1). Контур кругового отверстия и берега трещины вне конце-

вой зоны свободны от внешних усилий. В зоне контакта [l2, l1] возникают 

нормальные напряжения ( )y q x = . Величина контактных напряжений 

q(x), сил сцепления p(x) и размер контактной зоны подлежат определе-

нию в процессе решения задачи. 

Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

на контуре отверстия -  

0r ri  − =  при   z R= ;                                       (1) 
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на берегах трещины -  

0y xyi − =       при  y = 0,   R x l  , 

( )y xyi p x − =      при  y = 0,   2<l x l ,                         (2) 

( )y xyi q x − =      при  y = 0,   2 1l x l  . 

 

Рис. 1. Расчетная схема задачи о контакте берегов трещины 

в стрингерной пластине с отверстием 

Для перемещений раскрытия трещины имеем условия: 

( ,0) ( ,0) ( , ( )) ( )v x v x C x p x p x+ −− = 2<l x l ,                     (3) 

( ,0) ( ,0) 0v x v x+ −− =  2 1l x l  . 

где C(x, p(x)) - эффективная податливость связей, зависящая от их натя-

жения.  

На основании формул Колосова-Мусхелишвили [2] и граничных 

условий на контуре отверстия и берегах трещины (1)-(2) задача сводится 

к определению двух аналитических функций (z) и (z) из условий 
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  2( ) ( ) ( ) ( ) 0ie      +  −  +  = ,                        (4) 

2

2 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) <

( )

R x l

t t t t t p x l x l

q x l x l

  


 +  +  +  = 
  

                      (5) 

где iRe  = , t - аффикс точек берегов трещины. 

Решение краевой задачи (4)-(5) ищем в виде 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z =  +  +  ,       0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z =  +  +  .   (6) 

Здесь потенциалы 0(z) и 0(z) определяют поле напряжений и де-

формаций в сплошной стрингерной пластине  

0 0

0 0,

1 1 1
( ) '

4 2 (1 )
mn

m n

i
z P

h к z mL iny z mL iny




 
 = − − 

+ − + − − 
 , 

0 0

0 0,

1 1 1
( ) '

2 2 (1 )
mn

m n

iк
z P

h z mL iny z mL iny


 

 
 = − − + 

+ − + − − 
        (7) 

0 0

2 2
, 0 0

'
2 (1 ) ( ) ( )

mn

m n

mL iny mL inyi
P

h z mL iny z mL iny 

 − +
+ − 

+ − − − + 
 ; 

h - толщина пластины; (3 ) (1 )к  = − + ; ν - коэффициент Пуассона ма-

териала пластины; штрих у знака суммы означает, что при суммирова-

нии исключается индекс m = n = 0. 

Функции 1(z) и 1(z) ищем в виде 

1

1

1 ( )
( )

2

l

R

g t
z dt

t z
 =

− , 

1

1 2

1 1
( ) ( )

2 ( )

l

R

t
z g t dt

t z t z

 
 = − 

− − 
 ,        (8) 

где 

2
( ) ( ,0) ( ,0)

1

d
g x v x v x

к dx

 + − = − +
; 

μ - модуль сдвига материала пластины. 

Неизвестная функция g(x) и потенциалы 2(z) и 2(z) должны быть 

определены из краевых условий (4)-(5). Для их определения представим 

граничное условие (4) в виде 

  2
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ie      +  −  +  =  
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 2
* * * *( ) ( ) ( ) ( )ie     = − − +  +  ,                            (9) 

* 0 1( ) ( ) ( )   =  +  , * 0 1( ) ( ) ( )   =  +  . 

Для решения определения потенциалов 2(z) и 2(z) используется ре-

шением Н.И.Мусхелишвили [2].  

Требуя, чтобы функции (6) удовлетворяли краевому условию (5) на 

берегах трещины, получаем сингулярное интегральное уравнение отно-

сительно g(x): 

1 1

0 1

1 ( ) 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

l l

R R

g t
dt K t x g t dt f x f x p x

t x 
+ = + +

−  ,               (10) 

В полученное сингулярное интегральное уравнение (10) входят неиз-

вестные величины сосредоточенных сил Pmn (m=±1,±2,…; n= ±1,±2,..), 

сил сцепления p(x) и контактных напряжений q(x). 

Используя закон Гука, для определения величин сосредоточенных 

сил Pmn получаем бесконечную линейную систему уравнений 

02

s
mn mn

E F
P v

ny
=   (m=0,±1,±2,…; n = ±1,±2,..),               (11) 

где Es - модуль Юнга материала стрингера; F - площадь поперечного се-

чения стрингера; 2ny0 - расстояние между точками крепления; mnv  
- 

взаимное смещение точек крепления, равное удлинению соответствую-

щего участка стрингера.  

Так как напряжения в пластине ограничены, решение сингулярного инте-

грального уравнения (10) следует искать в классе всюду ограниченных функ-

ций. Для построения решения сингулярного интегрального уравнения ис-

пользуем метод прямого решения сингулярных уравнений [3, 4]. Переходя к 

безразмерным переменным, решение представим в виде 

2
0( ) 1 ( )g g  = − , 

где 0( )g   - ограниченная функция. 

Использование квадратурных формул [3, 4] позволяет уравнение (10) 

свести к системе M+1 алгебраических уравнений с М неизвестными 

0 1( )g  ,…, 0( )mg  : 

0
2

*

1

( ) 1
sin ( , ) ( )

1 1

M
m

m r r

m rm

g m
K F

M M

 
   

 =

 
+ = 

+ + − 
 ,    (12) 
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* 2

2 1

( )

( ) ( ) ( ) <

( ) ( )

r

r r r

r r

f R x l

F f p l x l

f q l x l



  

 

  


= + 
 +  

, 

Здесь cos
1

m

m

M


 =

+
; m = 1,2,…,M; 

2 1
cos

2( 1)
r

r

M


−
=

+
; r = 1,2,…,M +1. 

Так как решение сингулярного интегрального уравнения (10) ищется 

в классе всюду ограниченных функций, то оно существует при выпол-

нении дополнительного условия (условия разрешимости краевой за-

дачи) [2]. Выполнение дополнительного условия обеспечивает получен-

ная алгебраическая система из M+1 уравнений (12), служащая для опре-

деления неизвестных 0 1( )g  , 0 2( )g  ,…, 0( )mg   и l2 . 

В правую часть системы (12) входят неизвестные значения сил сцеп-

ления ( )rp   и контактных напряжений ( )rq   в узловых точках, принад-

лежащих соответственно зонам [l, l2) и [l2, l1]. Неизвестные силы сцепле-

ния и контактное напряжение, возникающее на берегах трещины, опре-

деляются из условия (3). Запишем его для производной раскрытия сме-

щений берегов трещины 

 
1

( ) ( , ( )) ( )
2

d
g x C x p x p x

dx





+
=

2<l x l  ,                  (13) 

1
( ) 0

2

к
g x



+
=

2 1l x l  .                                   (14) 

Требуя выполнения условия (13) в узловых точках, содержащихся в 

зонах [l, l2], получаем недостающие уравнения для определения прибли-

женных значений сил сцепления ( )mp   в узловых точках. Также, требуя 

выполнения условия (14) в узловых точках, содержащихся в зонах [l2, l1], 

получаем уравнения для определения приближенных значений контакт-

ного напряжения ( )mq   в узловых точках. 

Построенные алгебраические системы связаны между собой, и их 

совместное решение позволяет определить значения искомой функции 

g(x) в узловых точках, сил сцепления в связях p(x), контактных напряже-

ний q(x), величины сосредоточенных сил Pmn и размер контактной зоны 

трещины. Из-за неизвестного размера зоны контакта l2 полученная ал-

гебраическая система оказалась нелинейной и решалась методом после-

довательных приближений.  
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РАСЧЕТ ПРОЛЕТНОГО СТРОЕНИЯ 

С ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ ПЛИТОЙ 

НА ВОЗДЕЙСТВИЕ СОЛНЕЧНОЙ РАДИАЦИИ 

С УЧЕТОМ СДВИГОВОЙ ЖЕСТКОСТИ 

Подлесных И.С., Гриднев С.Ю. 

ВГТУ, г. Воронеж, Россия 

Статья посвящена совершенствованию методики расчёта напря-

женно-деформированного состояния (НДС) разрезного сталежелезобе-

тонного пролётного строения при неравномерном нагреве от воздей-

ствия солнечной радиации за счет учета сдвиговой жесткости между 

главными балками и плитой, а также в слоях дорожной одежды. 

Достоверность получаемых результатов НДС пролетных строений 

при силовых и температурных воздействиях напрямую зависит от точ-

ности принятой расчетной схемы. В настоящее время при расчете про-

летных строений обычно не учитывают возникающие сдвиговые усилия 

между главными балками и плитой, в слоях дорожной одежды, а также 

неравномерный нагрев элементов от воздействия солнечной радиации. 

Это является особенно важным, учитывая произвольный характер про-

странственного деформирования пролетного строения. Поэтому решае-

мая в такой постановке задача по совершенствованию методики расчета 

пролетных строений остается актуальной. 

Расчетам сталежелезобетонных пролетных строений с учетом подат-

ливости соединения стальных балок с железобетонной плитой посвя-

щены статьи [1-3, 6]. Предложен алгоритм расчета однопролётных и не-

разрезных многопролетных балок мостовых сооружений с учетом 
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податливости сдвигового соединения. Авторами выполнены исследова-

ния [4, 5], посвященные анализу влияния солнечной радиации на НДС 

сталежелезобетонного пролетного строения автодорожного моста, в ко-

торых показана необходимость её учета при расчетах. 

Главной задачей данного исследования являлось выполнение сравни-

тельного расчета НДС пролетного строения при воздействии солнечной 

радиации с целью выявления особенностей перераспределения напряже-

ний в зависимости от типа моделирования соединения между главными 

балками и плитой, а также в слоях дорожной одежды. 

В комплексе ЛИРА-САПР построены две конечно-элементные (КЭ) 

модели сталежелезобетонного пролетного строения: 

1. с жесткими связями в соединении главных балок и железобетонной 

плиты, а также в слоях дорожной одежды; 

2. с податливыми упорами между главными балками и железобетон-

ной плитой, а также между слоями дорожной одежды (рис.1). 

В КЭ модели учтено неравномерное распределение температуры по 

высоте поперечного сечения сталежелезобетонного пролетного строе-

ния от воздействия солнечной радиации. Расчет выполнен для случая, 

при котором нагрев от солнечной радиации воспринимает одна из глав-

ных балок и верхний слой дорожной одежды. 

В результате расчета получены поля напряжений элементов пролет-

ного строения для двух типов моделирования связей и выполнен их 

сравнительный анализ. В табл. 1 представлено сравнение максимальных 

напряжений в элементах пролетных строений для двух типов расчетных 

схем при учете солнечной радиации. 

 

Рис. 1 КЭ модель сталежелезобетонного пролетного строения 

с податливыми упорами 
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Таблица 1. Сравнение максимальных напряжений в элементах пролет-

ного строения 
 

Элемент пролетного 

строения 
Податливые связи Жесткое соединение 

Главная балка на 

солнце Б1 (σy, МПа) 
35,7 25,3 

Главная балка в тени 

Б2 (σy, МПа) 
38,4 35,8 

Железобетонная 

плита (σx, МПа) 
5,43 13,8 

Верхний слой до-

рожной одежды (σx, 

МПа) 

0,842 0,901 

 

Отмечено, что напряжения в главных балках выше при использова-

нии податливых связей, а в плите и верхнем слое дорожной одежды 

напряжения выше при жестких связях. 

Таким образом, при учете сдвиговой жесткости происходит перерас-

пределение напряжений в элементах пролетных строений. Поэтому при 

расчете пролетных строений на различные нагрузки, в том числе на воз-

действие солнечной радиации, необходимо учитывать сдвиговую жест-

кость между главными балками и плитой, а также в слоях дорожной 

одежды с целью получения достоверной картины НДС.  
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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ 

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ПОВРЕЖДЕНИЙ ОТ ВЗРЫВА 

И ИХ ВЛИЯНИЕ НА ПЛОСКУЮ ЖЕЛЕЗОБЕТОННУЮ РАМУ 

Прохорова А.В., Строченов Р.Д. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

В последние годы при выполнении исследований строительных кон-
струкций и конструктивных систем все больше внимания уделяется 
обеспечению их конструктивной безопасности. Эта тема имеет высокую 
актуальность и важное общественное значение, так как до сих пор мно-
гие вопросы в этой области остаются нерешенными. С развитием инду-
стриализации и постоянным увеличением воздействий природного и 
техногенного характера на здания и сооружения, решение задач по обес-
печению их безопасности усложняется. 

В результате взрывов возникают особенно тяжелые повреждения, по-
этому проблема моделирования взрывных воздействий на здания и соору-
жения требует дополнительного внимания. Известно немало случаев тер-
рористических атак на здания с постоянным пребыванием большого коли-
чества людей. При этом террористы обычно нацеливаются на культовые и 
общественные здания и используют зажигательные устройства, чтобы уне-
сти максимальное количество жизней и нанести значительный ущерб иму-
ществу. Первоначальные жертвы вызваны прямым поражением в резуль-
тате взрыва, но последующее обрушение элементов конструкции может 
значительно увеличить общее количество пострадавших.  

Анализ случаев террористических атак показывает, что здания, на ко-
торые нацелены террористы, в основном представляют собой каркасные 
сооружения из железобетона, спроектированные и построенные без 
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учета их уязвимости к подобным событиям. Такие инциденты, как 
взрывы в городе Лахор в 2009/2010 годах и в иностранных посольствах 
в Багдаде в 2010 году, дополнительно указывают на важность изучения 
реакции строительных конструкций на взрыв в ближней зоне. 

На данный момент в свободном доступе нет методического руковод-
ства по оценке уязвимости зданий к взрыву в ближнем поле. Доступная 
информация в основном относится к военному сектору, который недо-
ступен широкому кругу проектировщиков или не подходит для обще-
ственных зданий. В связи с этим существует необходимость в разра-
ботке соответствующих методов и руководств, которые позволят инже-
нерам-строителям оценивать и проектировать строительные конструк-
ции, уязвимые к взрывам.  

Для проведения исследования была выбрана семиэтажная железобе-
тонная портальная рама с шестью отсеками. Высота колонн в пределах 
этажа 4,1 м, длины балок 7 м и 5,4 м. Конструкция представляет собой 
многоэтажную железобетонную раму, рассчитанную на восприятие 
только гравитационных нагрузок. 

 

Рис. 1. Типы рам, выбранные для исследования 

Параметры модели были подобраны исходя из ограничения времени 

вычислений и емкости численной модели для обеспечения достаточной 
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степени точности. Принятые структурные модели имеют разные раз-

меры сечений элементов, чтобы включить в исследование типичные раз-

меры конструкций многоэтажных зданий (см. рис. 1). Стрелками на схе-

мах отмечено направление приложения давления взрыва. В таблице 1 

приведены геометрические характеристики сечений элементов кон-

струкций для каждого типа модели. Принятые размеры колонн наиболее 

часто используются в семиэтажных зданиях, при этом уязвимые ко-

лонны могут обеспечить некоторую устойчивость к взрыву. 

Продольное армирование колонн составляло 2% от общей площади по-

перечного сечения для каждого типа рамы, для балок - 1,4% от общей пло-

щади поперечного сечения, поперечная арматура диаметром 10 мм распо-

ложена с шагом 150 мм для колонн и балок. Характеристики материалов, 

следующие: прочность бетона на сжатие 40 МПа, предел текучести про-

дольной и поперечной арматурной стали соответственно 500 МПа и 300 

МПа. Все колонны закреплены в фундаменте с учетом предотвращения по-

ступательного и вращательного движения в основании. 
 

Таблица 1. Геометрические параметры элементов рам 
 

Тип  

мо-

дели 

Колонны Балки 

Вы-

сота 

 Lк, м 

Высота  

сечения 

(мм) 

Ши-

рина 

сечения 

(мм) 

Длина 

Lб, м 

Высота  

сече-

ния 

(мм) 

Ши-

рина се-

чения 

(мм) 

1 4,1 1000 1000 7 600 600 

2 4,1 500 500 7 450 400 

3 4,1 400 450 5,4 450 300 

 

Арматурная сталь задавалась в виде двухузловых конечных элементов ли-

нии Хьюза-Лю, а бетон - в виде трехмерных восьмиузловых сплошных ше-

стигранных элементов. Размер конечных элементов принят из оптимальных 

условий сходимости и точности получаемых результатов. 

Для описания нелинейного поведения бетона в условиях больших 

скоростей деформации и давления существует множество моделей ма-

териала. При этом критериями выбора модели являются учет скорости 

деформации в условии динамического нагружения, наличие в модели 

механизма разрушения и минимальный набор входных параметров. Та-

ким требованиям соответствуют модель Karagozian&Case (KCC) [1,2]. 

Для арматурной стали использовалась модель Plastic Kinematic. 
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Предполагалось, что арматурная сталь и бетон идеально скреплены без 

какого-либо проскальзывания. Исследование было успешно выполнено 

с использованием программного пакета LS DYNA с нелинейными пара-

метрами материала. 

Для установления параметров взрывной нагрузки использовались эм-

пирические уравнения Кингери-Булмаш, автоматизированные в матема-

тической модели детонации взрывчатого вещества, описанной в работе 

[3]. Для упрощения профиля взрывной волны в расчетах предполагалось 

линейное уменьшение избыточного давления. Дистанция противостоя-

ния составляла 10 м, а результаты оценивались по масштабируемому 

расстоянию, рассчитанному для каждого случая [4]. Шесть вариантов 

взрывной нагрузки были выбраны путем изменения веса заряда со 100 

кг до 600 кг в тротиловом эквиваленте.  

Задание гравитационной нагрузки было выполнено перед приложе-

нием взрывных нагрузок к моделям рам. Величина гравитационных 

нагрузок, которые должны быть приложены к конструкции, была полу-

чена с помощью итеративного процесса, чтобы максимальное напряже-

ние бетона из-за учитываемых расчетных нагрузок не превышало 25% 

эксплуатационной несущей способности [5]. 
 

 

Рис. 2. Изменение давления взрыва в зависимости от этажа 

Было вычислено изменение давления взрыва в зависимости от этажа 

для каждого варианта приложенной нагрузке и отражено на графике (см. 

рис. 2). При проведении численного анализа было подробно рассмот-

рено влияние взрыва на железобетонную раму и распространение повре-

ждений для всех заданных случаев, а также определена область 
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воздействия взрывного давления. Для оценки уровня повреждений 

структурных компонентов использовались эффективные диаграммы 

пластичности материала с применением цветовой палитры. Результаты 

показали, что высокоимпульсные взрывы вызывают локальные повре-

ждения структурных компонентов до значительной глобальной дефор-

мации во всей конструкции. Было выявлено, что прямое давление 

взрыва оказывает неблагоприятное воздействие главным образом на 

нижние этажи здания. Оно пропорционально весу заряда и расстоянию 

до точки внешнего взрыва. 

На рисунке 3 проиллюстрирована реакция рамы типа 2 на воздей-

ствие, вызванное взрывом заряда массой 600 кг в тротиловом эквива-

ленте в течение 100 мс. Рама была подвергнута критическому поврежде-

нию, которое привело к прогрессирующему обрушению всей конструк-

ции. В течение 50 мс наземная колонна потеряла несущую способность, 

арматурная сетка потеряла целостность. Область влияния взрыва рас-

пространялась на весь первый отсек и три этажа 2 отсека.  
 

 

Рис. 3.  Распространение повреждений в раме со временем 
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По результатам проведенных расчетов сделаны следующие выводы:  

1) зона повреждения была ограничена определенным числом этажей 

и отсеков в непосредственной близости от взрыва;  

2) определение области воздействия взрыва позволяет при помощи 

специального проектирования отдельного набора конструкций избежать 

прогрессирующего обрушения;  

3) критерии ущерба, основанные на перемещениях, не указывали на 

фактические условия повреждения в критической зоне, за исключением 

обстоятельства прогрессирующего обрушения;  

4) в качестве эффективного параметра при оценке реакции на взрывное 

воздействие можно использовать податливость бетона и арматуры; 

5) для выявления достоверной реакции структуры на моделируемое 

воздействие необходимы трехмерные исследования, позволяющие учи-

тывать все механизмы и траектории нагрузки.  

Анализируя вышеизложенное, можно заключить, что для решения за-

дачи обеспечения конструктивной безопасности и живучести много-

этажных монолитных железобетонных зданий относительно доступным 

и эффективным методом является компьютерное моделирование с ис-

пользованием объемных конечных элементов и дискретной арматуры с 

нелинейными параметрами материала. В результате проведения подоб-

ных исследований можно получить достоверные параметры реакции 

конструкций на аварийные воздействия, которые будут полезны для 

формирования исходных данных при проектировании устойчивых кон-

структивных систем. 
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РАЗРАБОТКА 

ОПТИМАЛЬНОГО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА 

ДЛЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

КОНСТРУКТИВНО-НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

УПРУГО-ОПЕРТЫХ СИСТЕМ 

Раводин И.В., Гриднев С.Ю., Скалько Ю.И. 

ВГТУ, г. Воронеж, Россия 

Упруго-опертые конструктивно-нелинейные балочные системы мо-

гут быть использованы в качестве расчетных схем при моделировании 

динамического поведения целого ряда линейных объектов в строитель-

стве и машиностроении. Особенностью таких систем является измене-

ние расчетной схемы при замыкании зазоров и включении в работу но-

вых связей. К конструктивно-нелинейным упруго-опертым системам от-

носятся многопролетные мостовые сооружения и балки крановых путей, 

выполненные с применением резинометаллических опор, трубопро-

воды, прокладываемые на просадочных или сильно сжимаемых грунтах. 

Аналогичные расчетные схемы используются в расчётах переправ и 

наплавных мостов с ограничителями хода, которые позволяют преодо-

левать тяжелой технике водные преграды (рис.1). 

Используемые методы динамического расчета конструктивно-нели-

нейных систем имеют ряд недостатков и требуют дальнейшего развития 

[1]. В то же время в научно-технической литературе и нормативных до-

кументах отсутствуют практические рекомендации по выбору опти-

мальных параметров и их соотношений для упруго-опертых балочных 

систем с односторонними связями при движущейся нагрузке. Эффектив-

ным подходом к исследованию поведения сложных динамических си-

стем является выбор рациональной математической модели, построение 
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численного алгоритма и разработка на его основе программного ком-

плекса для выполнения параметрических исследований. 

 

Рис. 1. Пример конструктивно-нелинейной динамической системы - 

наплавной мост неразрезной системы с ограничительными опорами 

При численном моделировании изгибных колебаний упруго-опертых 

балочных систем часто используется та или иная модификация класси-

ческого метода Галеркина. Идея данного метода состоит в том, что ис-

комая функция представляется в виде суммы линейно независимых ба-

зисных функций. При этом базисные функции определены одним выра-

жением на всей области решения и принимают на границе те же значе-

ния, что и искомая функция. Дополнительные трудности при реализации 

метода Галеркина для рассматриваемой математической модели свя-

заны с тем, что по концам балочной системы размещены ограничитель-

ные опоры. В ненагруженном состоянии между балкой и опорами име-

ется зазор и по концам балки реализуются «свободные граничные усло-

вия». При колебаниях под действием движущейся силы зазор на одном 

из концов балки может замкнуться. В этом случае на конце балки реали-

зуются условия «фиксированной границы», то есть происходит одномо-

ментное изменение граничных условий. Это приводит к необходимости 

менять базисные функции в процессе решения уравнений модели в за-

висимости от опирания концов балки на ограничительные опоры.  

Часто проблему смены граничных условий решают таким искус-

ственным приемом, как замена в модели ограничительных опор - упру-

гими опорами с очень высоким коэффициентом жесткости. Такой прием 

не всегда является удовлетворительным, поскольку появление в модели 

упругих связей с очень высокой жесткостью приводит к вычислитель-

ной неустойчивости при использовании глобальных функций для ап-

проксимации. Рассмотрим подход к решению дифференциальных урав-

нений в частных производных с разрывными граничными условиями пу-

тем сведения их к системе обыкновенных уравнений с использованием 

функций Крылова [2] и заменой ограничительных опор - упругими 
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связями большой жесткости.  Расчетная схема динамической системы 

представлена на рис. 2. 

В [3] авторами рассмотрены особенности моделирования конструк-

тивно-нелинейных колебаний недеформируемого стержня со свободными 

концами. Полное движение деформируемой упруго-опертой балки явля-

ется суммой следующих движений: движения центра масс, вращение во-

круг центра масс, как твердого тела, изгибного движения балки. 

 

Рис. 2. Расчетная схема 

С использованием метода Галеркина разработаны математическая 

модель и вычислительный алгоритм колебаний упруго-опертой дефор-

мируемой балки под действием движущейся нагрузки в среде Wolfram 

Mathematica. С помощью данной программы выполнена серия вычисли-

тельных экспериментов. В расчетах приняты следующие параметры ди-

намической системы: 

( )

5    8,64 10   ^ 2; 0,888  / ; _     42,5  ; 

_1  _ 2  4  ;  _1   _ 2  4  ;  _1   _ 2  120  / ; 

  10  ;     4  / .

EI т м m т м l b м

l l м a a м c c т м

P t тс v м с

=   = =

= = = = = =

= =

 

На рис. 3 представлен график полных вертикальных перемещений 

концов упруго-опертой балки с ограничительными опорами жесткостью 

с’=1000 тс/м и зазором    =0,1 м. 

Ограничительные опоры включаются в работу после замыкания за-

зора установленного зазора. Однако, при значительном увеличении 

жесткости упругих связей, моделирующих реальные ограничительные 

опоры, решение получить не удается. Именно аппроксимация изгибных 

колебаний балки глобальными функциями приводит к вычислительной 

неустойчивости при резком включении ограничительных опор, поэтому 

рассмотрим изгибные колебания свободно-опертой балки с ограничи-

тельными опорами, установленными в локальной зоне максимальных 

перемещений, т.е. по концам балки. 
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Рис. 3. Перемещения концов балки от динамической нагрузки  

На рис. 4 показан график вертикальных изгибных колебаний левого конца 

балки при варьировании жесткости ограничительных опор. При увеличении 

жесткости опор в решении возникают ошибки, которые накапливаются со 

временем и приводят к вычислительной неустойчивости. 
 

 

Рис. 4. Изгибные колебания левого конца балки (    =0,005 м) 

При построении математической модели предполагалось, что базис-

ные функции для аппроксимации решения определены одним выраже-

нием по всей длине балки. Альтернативный метод заключается в разби-

ении балки на ряд элементов и построении аппроксимации кусочным 

образом, т.е. отдельно для каждого элемента. Авторами разработан вы-

числительный алгоритм с использованием кусочно-линейных функций, 

который включает граничные условия в уравнения модели и не требует 

подчинения базисных функций граничным условиям [4]. Построенная 

вычислительная модель реализована в среде Matlab и верифицирована с 
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использованием лабораторной установки для конструктивно-нелиней-

ных колебаний шарнирно-опертой балки [5]. 

На рис. 5 представлены графики колебаний левого конца балки (точка А) 

с ограничительными опорами, полученные двумя различными способами: в 

Wolfram Mathematica с использованием глобальных функций; в системе 

Matlab с применением кусочно-линейной аппроксимации. 
 

 

Рис. 5. Полные вертикальные колебания точки А (Δ = 0,1м (   0,1 )м = . 

Графики колебаний показывают хорошее совпадение по частоте и ам-

плитуде колебаний. Однако, при резком включении ограничительных 

опор, алгоритм на глобальных функциях ведет себя значительно менее 

устойчиво. Увеличение жесткости опор или уменьшение величины за-

зора приводит к тому, что решение «разваливается». 
 

 

Рис. 6. Полные вертикальные колебания точки А 

при варьировании жёсткости ограничительных опор 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

60 

Использование кусочно-линейной аппроксимации, напротив, позво-

ляет выполнять расчет представленной динамической системы с широ-

ким диапазоном параметров. На рис. 6 показаны графики колебаний ле-

вого свободного конца балки при варьировании жесткости упругих свя-

зей, моделирующих ограничительные опоры. 

Увеличение жесткости упругих связей, для достижения требуемых 

параметров конструкции приводит к вычислительной неустойчивости 

при использовании глобальных функций для построения аппроксима-

ции. Авторами разработана математическая модель с применением ап-

парата обобщенных функций, которая включает граничные условия в 

уравнения модели и не требует подчинения базисных функций гранич-

ным условиям и, следовательно, не требует изменения базиса в процессе 

решения модели. Данный подход к построению модели имеет большое 

практическое значение для моделирования динамического поведения 

конструктивно-нелинейных динамических систем. 
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УДК 623.072.3.004.121 

СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ 

СТАЛЕФИБРОБЕТОННЫХ БАЛОК 

НЕПРЯМОУГОЛЬНОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Сафронов В.С., Барченкова Н.А., Киселев Д.А. 

ВГТУ, г. Воронеж, Россия 

Существенным недостатком железобетонных конструкций является 

низкая прочность обычного бетона на растяжение, поэтому с целью уве-

личения несущей способности используется армирование бетона равно-

мерно-распределенными в его объеме мелкоразмерными волокнами 

(фибрами) из различных материалов: полимеров, керамики, стали и т.п. 

[1-2]. Для проектирования фибробетонных конструкций в настоящее 

время используются специальные нормативные документы [3-4], кото-

рые основаны на детерминированных подходах из-за отсутствия доста-

точного количества экспериментальных исследований. Совершенство-

вание теории расчета фибробетонных конструкций в первую очередь 

может осуществляться на современных положениях теории надежности 

строительных конструкций [5]. Такие исследования в вероятностной по-

становке выполнены в Воронежском ГТУ применительно к стале-

фибробетонным балкам прямоугольного поперечного сечения [6]. При 

этом была использованы методика нелинейного деформационного рас-

чета и отвечающие нормативным рекомендациям [3-4] кусочно линей-

ные диаграммы деформирования для растянутой и сжатой зоннормаль-

ных сечений железобетонной балки с одиночной рабочей арматурой и 

стальными фибрами, равномерно распределенными по объему балки.  

В настоящей статье исследования, описанные нами в публикации [6], 

развиваются применительно к сталефибробетонным балкам таврового и 

трапецеидального поперечного сечения (рис. 1). Для сопоставления с ре-

зультатами, полученными в работе [6], на рисунке приведены размеры и 

характеристики материалов, включая прямоугольное поперечное сечение. 

Достоверные данные о напряженно-деформированном состоянии в 

нормальных сечениях сталефибробетонных балок получают с учетом 

рекомендуемого нормативного документа СП 360.1325800.2017 [4] ку-

сочно-линейной диаграммы деформирования (рис.2). Растяжение фиб-

робетона представляется тремя линейными участками в виде возраста-

ющей и ниспадающей ветвей. В действующем нормативном документе 

СП 360.1325800.2017 предлагается два варианта диаграмм, отличаю-

щихся расположением ниспадающих участков. Выбор вида диаграммы 
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растяжения фибробетона для прочностных расчетов также определяется 

в зависимости от процентного содержания стальных волокон. 
 

 

Рис. 1. Поперечные сечения железобетонных балок 

с дисперсным армированием и с одиночной ненапрягаемой арматурой 

 

Рис. 2. Диаграмма деформирования сталефибробетона 

с использованием приведенных в СП 360.1325800.2017 обозначений 

Особенностью приведенной диаграммы деформирования стале-

фибробетона является повышенное сопротивления материала при дей-

ствии растягивающих напряжений. 

Исследование надежности для конкретных неслучайных размеров 

конструкции и армирования железобетонной балки со стальной фиброй 

выполним с использованием предположений о нормальном распределе-

нии действующих нагрузок и прочностных характеристик стале-

фибробетона и ненапрягаемой стержневой арматуры.  

Для описания изменчивости прочностных характеристик материалов, 

а также изменчивости действующих нагрузок примем нормальные 
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законы распределения с параметрами, соответствующими нормативной 

обеспеченности Р=0,95, приведенных в действующих документах нор-

мативных сопротивлений сталефибробетона, ненапрягаемой стержне-

вой арматуры.  При этом с целью изучения влияния разброса прочност-

ных характеристик материалов железобетонных балок со стальной фиб-

рой и рабочей ненапрягаемой стержневой арматурой обычно [7-8] варь-

ируются коэффициенты вариации параметров деформирования стале-

фибробетонаνR и стержневой ненапрягаемой арматуры νS. 
 

 

 
Рис. 3. Зависимости логарифмического показателя надежности ρ 

балки таврового сечения 

от коэффициента вариации деформативности сталефибробетона 

Вычислительный алгоритм для определения логарифмического показа-

теля надежности подробно нами описан в публикации [6] для аналогичных 

исследований сталефибробетонной балкис прямоугольным поперечным 

сечением. Результаты статистических расчетов для балки таврового попе-

речного сечения с полкой в нижней зоне представлены на рис.3. Различ-

ными цветами изображены графики изменения логарифмического показа-

теля надежности при разных процентах μfυ содержания фибры. В расчетах 

коэффициент вариации стержневой арматуры принят постоянным и 
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равным величине υs=0,08. Синим цветом на рисунке показаны графики для 

надежности балки без фибрового армирования. 

Из проведенных графиков видно, что максимальный эффект от арми-

рования бетона стальными фибровыми волокнами происходит при ми-

нимальных процентах армирования. Этот же факт отмечался в публика-

ции [6] и для белок прямоугольного поперечного сечения. 

Результаты аналогичных численных исследований для балки трапеце-

идального поперечного сечения представлены в виде таблицы и графиков из-

менения логарифмического показателя от величины μfυ на рис. 4. 
 

 

 

Рис. 4. Зависимости логарифмического показателя надежности ρ 

балки трапецеидального поперечного сечения 

от коэффициента вариации деформативности сталефибробетона 

На приведенном рисунке различие в надежности балок при разных 

процентах армирования бетон фиброй является более заметным. Это за-

висит от различия между верхней и нижней сторонами трапеции, опре-

деляющей ширину растянутой зоны балки. 

По результатам выполненных исследований сделаны следующие вы-

воды: 

• Разработана и апробирована методика, алгоритм и программа 

деформационного расчета несущей способности и 
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вероятностного расчета надежности железобетонных балок с 

дисперсным армированием в соответствии с положениями 

теории надежности. 

• Несущая способность и надежность железобетонных балок 

без дисперсного армирования значительно ниже, чем у балок 

с дисперсным армированием. Увеличение содержания сталь-

ных волокон приводит к незначительному росту несущей спо-

собности и надежности.  

• Форма поперечного сечения существенно влияет на эффект 

изменения параметров надежности от применения для целей 

увеличения несущей способности стальных волокон в бетон-

ной матрице конструкции.  
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УДК 624.042.1 

МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ, 

ИСПЫТЫВАЮЩИХ КОСОЙ ИЗГИБ, 

СОГЛАСНО НОРМАМ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ И ЕВРОКОДУ 

Судакова И.А., Куравская Е.М. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Целью работы является анализ и сравнение методов расчета железо-

бетонных конструкций, испытывающих косой изгиб, согласно нормам 

проектирования Российской Федерации и Еврокоду. 

Ниже будут представлены основные различия при проектировании и 

сборе нагрузок железобетонного пилона жилого многоэтажного здания. 
 

Таблица 1. Классы бетона и сопротивление бетона в соответствии с СП 

63.13330.2018 и EN 1992-1-1 
 

СП Еврокод 

Класс бетона: 

В25, где 25, МПа - кубиковая проч-

ность бетона.  

Класс бетона: 

С20/25, где 20, МПа - кубиковая 

прочность бетона ,ck cubef ; 

25, МПа - нормативная цилиндриче-

ская прочность бетона на сжатие ckf   

Нормативные значения сопротивле-

ния бетона (B25) сжатию 

(призменная прочность)  

18,5 bnR МПа=  и растяжению 

1,55 btnR МПа=   

Нормативные значения сопротивле-

ния бетона(C20/25) сжатию 

(цилиндрическая прочность)  

20 МПаckf =  и растяжению 

0,05 1,5 МПаctkf =  

Расчетные значения сопротивления 

бетона осевому сжатию bR  и 

осевому растяжению btR  

определяют по формулам:  

 /b bn bR R = ,  /bt btn btR R =  

1,3b = ,   1,5bt = . 

Расчетные значения сопротивления 

бетона сжатию cdf и растяжению 

 ctdf определяют по формулам:  

 /cd ck cf f =  

0,05  /ctd ctk cf f =  

  1,5c =  

14,5 bR МПа=  

1,05 btR МПа=  

13,5 МПаcdf =  

1,0 МПаctdf =  
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Стоит обратить внимание на то, что значения нормативного сопро-

тивления на осевое сжатие (цилиндрическая прочность) по [5] выше зна-

чений нормативного сопротивления на осевое сжатие (призменная проч-

ность) по [7], но при этом расчетные значения ниже. 
 

Таблица 2. Коэффициенты надежности по нагрузке в соответствии с 

СП 20.13330.2016 и Еврокодом EN 1990 
 

СП Еврокод 

для равномерно распределенных 

нагрузок: 

1,3f =  при полном нормативном 

значении менее 2,0кПа; 

1,2f =  при полном нормативном 

значении 2,0 кПа и более. 

для снеговой нагрузки 1,4f = . 

для ветровой нагрузки 1,4f = . 

для веса строительных конструкций 

и грунтов согласно п.7.2 СП 

20.13330.2016 

для постоянных нагрузок   1,35G =  

для временных нагрузок   1,5c =  

 

Однако, [1] допускает использование национальных приложений для 

определения значений коэффициентов надежности по нагрузке в от-

дельно взятой стране. 

Стоит обратить внимание, что значения коэффициентов сочетания 

нагрузок в соответствии с [1] (ψ при основных сочетаниях нагрузок) зна-

чительно меньше чем в [6]. Это корректируется коэффициентами надеж-

ности по нагрузке. 

Согласно [4], ветровую нагрузку можно определять как ветровое дав-

ление на поверхность ew  или ветровое усилие ,w eF . В предложенной ра-

боте выполнено сравнение ветрового давления. 

Согласно [7] расчеты бетонных и железобетонных конструкций сле-

дует производить по предельным состояниям первой и второй предель-

ной группы. 

Прочность пилона обеспечивается несущей способностью бетона и 

арматуры, установленной в продольном направлении. 
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Таблица 3. Сочетания нагрузок в соответствии с СП 20.13330.2011 и 

Еврокодом EN 1990 
 

СП Еврокод 

Для первой и второй групп предель-

ных состояний: 

 

Основное сочетание нагрузок, со-

стоящее из постоянных, длительных 

и кратковременных:  

( )1 1 2 2 3 3m d l l l l l lC P P P P  = + + + +  

( )1 1 2 2 3 3t t t t t tP P P  + + + +  

где dP  - постоянная нагрузка;  

ilP - длительная нагрузка; 

tiP - кратковременная нагрузка 

Коэффициенты сочетаний для дли-

тельных нагрузок: 1 1l =  (основная 

нагрузка), 2 3 0,95l l = =  =  

(остальные нагрузки). 

Коэффициенты сочетаний для крат-

ковременных нагрузок: 

t1 1 =  (основная нагрузка), 

t 2 0,9  = (вторая нагрузка), 

t3 t4    0,7 =  =  (остальные 

нагрузки). 

 

Особое сочетание нагрузок, состоя-

щее из постоянных, длительных, 

кратковременных и одной из осо-

бых нагрузок:  

s m sC C P= +  

при этом t1 t 2    0,8 =  =   

Для первой группы предельных со-

стояний: 

 

Основное сочетание нагрузок: 

, , ,1 0,1 ,1

1

, 0, ,

1

.

G i k j P Q k

j

Q i i k i

i

G P Q

G

   

 





+ + +

+




 

Особое сочетание нагрузок: 

, 1,1 ,1

1

, 2, ,

1

.

k j d k

j

Q i i k i

i

G A Q

G



 





+ + +

+




 

Для второй группы предельных со-

стояний: 

, ,1 0, ,

1 1

k j k i k i

j i

G Q G
 

+ +   

где 
,G i  - коэффициент надежности 

по нагрузки (постоянная нагрузка); 

P  - коэффициент надежности по 

нагрузке (нагрузка от предваритель-

ного напряжения); 
,Q i  - коэффици-

ент надежности по нагрузке (времен-

ная нагрузка); 

,k jG  - постоянная нагрузка; 
,k iG  - 

остальные временные нагрузки; 

P  - нагрузка от предварительного 

напряжения; 

,1kQ  - основная временная нагрузка; 

0 1,  , 2  - коэффициенты сочета-

ния нагрузок (в зависимости от 

назначения здания, типа нагрузки) 

dA  - особая нагрузка 
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Таблица 4. Снеговые и ветровые нагрузки в соответствии с ЕN 1991-

1 и в соответствии с СП 20.13330.2011 
 

СП Еврокод 

Снеговая нагрузка: 

0 e t gS c c S=  

где    коэффициент формы, учиты-

вающий переход от веса снегового 

покрова земли к снеговой нагрузке 

на покрытие; 

ec  - коэффициент, учитывающий 

снос снега с покрытий зданий под 

действием ветра или иных факто-

ров; 

tc  - термический коэффициент; 

gS  - нормативное значение веса 

снегового покрова на 1 м горизон-

тальной поверхности земли. 

Снеговая нагрузка: 

i e t ks C C s= , 

где   i  коэффициент формы снего-

вых нагрузок; 

eC  коэффициент окружающей 

среды; 

tC  температурный коэффициент; 

ks  характеристическое значение 

снеговых нагрузок на грунт. 

Ветровая нагрузка: 

mW W Wg= + , 

( )0 0mW w k z c=   , 

где ( )0k z  коэффициент, учитыва-

ющий изменение ветрового давле-

ния; 

0w  нормативное значение ветро-

вого давления Пульсационная со-

ставляющая равна 

( )0 0g mW W z v=   , 

где ( )0z  коэффициент пульсации 

давления ветра; 

0v   коэффициент пространственной 

корреляции пульсаций давления 

ветра 

Ветровая нагрузка:  

( )e p e pew q z c=  , 

где ( )p eq z  пиковое значение ско-

ростного напора ветра; 

pec  аэродинамический коэффициент 

внешнего давления 

( ) ( )p e e bq z c z q=  , 

где  bq скоростной напор (норматив-

ное значение ветрового давления); 

( )ec z  общий высотный 

коэффициент 
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На рисунке 1 изображены силы, действующие на пилон. Этот рису-

нок можно разложить на простые схемы (рис.2). 
 

 

Рис. 1. Схема приложения нагрузки 

при косом внецентренном сжатии с бимоментом 

При загружении горизонтального сечения по рис. 1 перенос N сопро-

вождается появлением моментов yM  и zM , а также бимомента 

;  ; y y z z y zM N e M N e Т Ne e=  =  = .                          (1) 

Тогда условие прочности принимает вид: 

6 366
1

y y z cz
e e e NeN

А l t lt A

 
+ + +  

 
.                            (2) 

Рассматривая уравнения (1) и (2), совместно получим следующее 

условие прочности: 

y z

c

N N
N

N
 ,                                              (3) 

где cN  - предельная сжимающая сила, которую может воспринять гори-

зонтальное сечение пилона при центральном ее приложении. 
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Рис. 2. Схема приложения нагрузок 

при косом внецентренном сжатии с бимоментом 

Предельные усилия , ,  y z сN N N определяют по СП63.13330.2018 «Бе-

тонные и железобетонные конструкции»: 

;  ; с b y b y z b zN R A N R A N R A  = = = ,                     (4) 

где   - коэффициент, учитывающий вид бетона; ,y zA A  - площадь сжа-

той зоны бетона при загружении с соответствующим эксцентриситетом 

   y ze или e . 

2 2
1 ,  1

y y z z
y z

e e
A t l A t l

l t

    
=  − =  −   

  
                  (5) 

где y , z  коэффициенты продольного изгиба 

1;  1/ 1y z

cr

N

N
 

 
= = − 

 
,                                     (6) 

где  crN - условная критическая сжимающая сила, приводящая к потере 

устойчивости стенки, определяемая по п.8.1.15 СП63.13330.2018 

Согласно Еврокоду EN2, целью расчета конструкций является определе-

ние распределения внутренних сил и моментов или напряжений, относитель-

ных деформаций и перемещений во всей конструкции или ее части. 

В [5] не указан метод, которым можно было бы воспользоваться для 

расчета колонн, подверженных двухосному изгибу. Кодекс ограничива-

ется только изложением основных принципов. Решение задачи выпол-

няется с помощью двух подходов. 
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Первый подход - основан на наблюдениях, согласно которым форму 

графика взаимодействий x yM M−  можно представить в виде суперэл-

липса; Суперэллипс описывается уравнением следующего вида: 

 a ax y k+ = .    (7) 

Для описания поверхности взаимодействия используется следующее 

уравнение: 

( ) ( )/ / 1
aa

Edx Rdx Edy RdyM M M M+ =                           (8) 

Чтобы определить, насколько близка нагрузка, при которой раздроб-

ляется элемент, удобно использовать отношение 
Ed

Rd

N

N
 в EN 1992-1-1 

указывается взаимосвязь этого показателя и величины а. Промежуточ-

ные значения можно получить при помощи интерполяции. 

RdN  - это нагрузка, при которой колонна будет раздроблена. Она 

определяется следующим образом: 

Rd c cd s ydN A f A f= + .                                         (9) 

Сложность этого метода, с точки зрения практического применения, 

заключается в том, что он не может использоваться при прямом проек-

тировании, поскольку определить RdN  можно только тогда, когда из-

вестна площадь арматуры. Следовательно, это итерационный метод.  

В нормах Великобритании BS 8110 используется значительно менее 

сложный, но менее точный метод. Проектирование осуществляется по 

увеличенному одноосному моменту, который учитывает действие из-

гиба по двум осям. Такой одноосный момент получают при помощи од-

ного из уравнений: 

если 
yx

MM

h b 
 , то '

'

y

x x

h M
M M

b

 
= + , 

если 
yx

MM

h b 
 , то x

y y

b M
M M

h

 
= +


, 

где , x yM M  - расчетные моменты по осям х и у соответственно; 'xM  и 

 yM  - расчетные одноосные моменты, по которым осуществляется про-

ектирование сечения; 'b  и h  - расчетная высота. Коэффициент β в BS 

8110 определяется как функция / ckN bhf  На основании ckf , его можно 

получить с помощью формулы: 
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1 / (0,3 1,0)ckN bhf = −   .                            (10) 

Огромное преимущество этого метода - его простота. Однако, этот 

подход является достаточно приближенным. 

В процессе расчета железобетонного пилона, подверженному косому 

изгибу, были получены результаты, приведенные в таблице 5.  
 

Таблица 5. Результаты расчетов 
 

Наименование СП 63.13330.2018 EN 1992-1-1-

2009 

Разница, 

% 

Продольная сила 

,  кНN  

2670,4 3618,7 26,2% 

Изгибающий момент 

вдоль оси х 

,   кН мxM   

2,14 3,14 25,3% 

Изгибающий момент 

вдоль оси у ,  кНyM  

38,05 51,0 25,4% 

Армирование, мм2 1072 1164 7,9% 
 

В результате анализа полученных данных обнаружено, что требуемое 

количество арматуры при расчете по нормам РФ меньше, чем требуемое 

количество арматуры при расчете по нормам EN. Повышенный расход 

суммарной арматуры по нормам EN обусловлен большими значениями 

нормативных нагрузок и коэффициентами надежности по нагрузке. 
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УДК 539.3 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СНЕГОВОЙ НАГРУЗКИ 

НА ЗДАНИЕ С ДВУСКАТНОЙ КРЫШЕЙ 

Теличко В.Г., Ванян М.Р. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Прежде чем заниматься численным расчётом, необходимо было получить 

решение, согласованное с СП, поэтому задача была решена вручную. 

В документе [3] предлагается рассчитывать нормативное значение 

снеговой нагрузки на горизонтальную проекцию покрытия по следую-

щей формуле: 

0 e t gS c c S= ,                    (1) 

где значения 
eс , 

tc  и Sg определяются по таблицам или рассчитываются по 

прописанным алгоритмам, а значение μ либо берётся по стандартным схемам, 

либо получается в результате эксперимента в аэродинамической трубе. 

В качестве тестовой задачи была выбрана геометрия по схеме Б.1 (Б), 

вариант 2 (здание с двускатным покрытием без ходовых мостиков или 

аэрационных устройств по коньку покрытия). В схеме присутствует 

один параметр: угол наклона крыши α, от которого зависит величина 

μ. Так, при α> 60° μ = 0 (снег не накапливается), при 15° ≤ α ≤ 40° ис-

пользуется приведённая в приложении эпюра, при α <15° μ = 1. Заметим, 

что для 40° <α≤ 60° значение отсутствует. 

Для геометрии были приняты следующие габариты: 

• длина l: 10 м; 

• ширина b: 8 м; 

• высота h: 6 м; 

• угол наклона α: 30°. 

 

Рис. 1. Схема Б1 б) и вариант 2 эпюры коэффициента перехода 

от веса снегового покрова земли 

к снеговой нагрузке на покрытие из СП 20.13330.2016 
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Для определения Sg (нормативное значение веса снегового покрова 

на 1 м2 горизонтальной поверхности земли) было принято взять IV 

снеговой район: 

Sg = 2,0 (в нём расположен, в частности, город Санкт-Петербург 

- это будет использовано нами в численном расчёте). 

Определение ce (учёт сноса снега с покрытия под действием ветра или 

иных факторов) зависит от того, защищено ли здание от прямого воздей-

ствия ветра либо застройкой, либо географией. В этом случае принима-

ется ce = 1,0, в противном - рассчитывается по формуле: 

( )( )1,2 0,4 0,8 0,002e cc k l= − + ,                           (2) 

где k принимается по таблице, а lc - характерный размер покрытия, в нашем 

случае равный 9,6. Поскольку высота здания h меньше его поперечного раз-

мера d, эквивалентная высота равна 6 м. Поскольку для данного значения 

строчки в таблицы нет, величина была рассчитана интерполяцией (для типа 

местности B), что дало 0,53. В таком случае ce = 0,744. 

Значение c𝑡 = 1,0 ввиду отсутствия повышенного тепловыделения и 

прочих связанных с образованием талой воды факторов. Таким образом, 

значение S0.л = 1,116 кПа для левой половины эпюры (наветренная сто-

рона сооружения) и S0,п = 1,86 кПа - для правой (подветренная сторона). 

Перейдём к численному решению задачи. В объёме 40х38х15 м рас-

сматривается обтекание здания размерами 10х8х6 м двухфазным пото-

ком (где первичная фаза - газ, вторичная - твёрдые частицы, обе фазы 

в эйлеровой постановке), скорость которого на источнике имеет лога-

рифмический профиль, в течение 50 мин с шагом по времени 1 с. Сне-

гоотложения моделируются с использованием модели уноса-отложения. 

В данной задаче плотность вторичной фазы равна 300 кг/м3. 

Из конечнообъёмной модели образуется аэродинамический домен в 

соответствии с рисунком 2. Поскольку начальная скорость потока (и, со-

ответственно, начальная скорость трения) неизвестны, необходимо 

было как провести серию дополнительных стационарных расчётов, так 

и рассмотреть несколько случаев с различными её значениями. 

Отдельные серии расчётов проводились для подбора начальной ско-

рости потока (с вычислением соответствующей ей начальной скорости 

трения). Вычисления показали, что задача достаточно чувствительна к 

повышению скорости и понижению доли снега: при достижении неко-

торых критических отметок снегоперенос становится нелинейным и уже 

не выходит на стационарный режим. 
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Рис. 2. Срез наружного слоя расчётной сетки в ANSYS Mechanical, 

изометрия. Количество узлов модели - 143157, ячеек - 134400. 

Значение для скорости ветра по СП было вычислено с помощью 

карты районирования территории РФ по ветровому давлению (Приложе-

ние Е, №2). Существует следующая зависимость между давлением w0 и 

скоростью ветра 𝜈 [3]: 

2 0
0

w
0,43ν ν

0,43
w =  = .                                  (3) 

Полученное значение 𝜈 было использовано нами в качестве u0. Также 

с помощью этой формулы из логарифмического профиля была полу-

чена величина начальной скорости трения 0
*u : 

0 1 0
*

0 z 15

wz
u ln k

z 0,43

−

=

 
=  

 
.                               (4) 

Санкт-Петербург находится во II ветровом районе, которому соответ-

ствует давление w0 = 300 Па, что даёт величину u0 = 26.41 м/с. Отметим, 

что, согласно розе ветров Санкт-Петербурга (рис. 3), скорости такого по-

рядка редки, но не исключительны, однако полученное значение мы бу-

дем считать близким к экстремальному. 
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Рис. 3. Роза ветров Санкт-Петербурга [2]. 

Также для расчётов были выбраны значения скорости 4 м/с и 9,3 м/с. 
 

 

Рис. 4. Схема аэродинамического домена для исследования 

образования снеговых мешков при обдувании здания по направлению оси Y 
 

 

Рис. 5. Схема аэродинамического домена для исследования 

образования снеговых мешков при обдувании здания по направлению оси X 
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Моделирование формы снегоотложений проводилось при помощи 

нестационарного расчёта с использованием схем второго порядка точ-

ности для достижения более аккуратных результатов.  

По итогам расчёта были получены смещения узлов сетки, вызванные нано-

сом или уносом снега, по которым затем строилась новая геометрия и булево 

вычиталась из исходной с помощью ANSYS Workbench (модули 

DesignModeler и Meshing), что позволяло получить формы снегоотложений. 

В целом можно говорить, что картина рассчитанных снегоотложений со-

гласуется с приводимыми в СП данными о распределении снега по геомет-

рии покрытия, несмотря на расхождение по абсолютным значениям. 

Давление от мешков на горизонтальную проекцию покрытия рассчи-

тывается по формуле: 

g
S


=

V

F
,                  (5) 

где V - объём снега, F - площадь горизонтальной проекции. 

Затем полученные нагружения комбинируются при помощи, усред-

нённой по четырём направлениям розы ветров в одно на каждую поло-

вину покрытия: 

front f Xr

back b Xl

S S S E W

S S S N S

    
=    

    

Y

Y

.                              (6) 

Приведём некоторые иллюстрации для случая u0 = 26.41 м/с. 

 

Рис. 6. Новая геометрия, наложенная на исходную, 

для случая обдувания в направлении оси Y 
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Рис. 7. Геометрия здания со снегоотложениями 

для случая обдувания в направлении оси X, полученная путём 

последовательного обхода узлов сетки элементов 

с созданием геометрических оболочек 
 

 

Рис. 8. Линии тока вокруг здания при обдувании в направлении оси Y с 

визуализированными снегоотложениями и значениями напряжения 

сдвига на стенках и крыше в t = 3000 с. 
 

 
Рис. 9. Формы снеговых мешков, 

изометрия (слева) и вид спереди (справа). 
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Рис. 10. Линии тока вокруг здания при обдувании в направлении оси X 

с визуализированными снегоотложениями и значениями напряжения 

сдвига на стенках и   крыше в t = 3000 с. 
 

 

Рис. 11. Формы снеговых мешков, 

изометрия (слева) и вид спереди (справа) 
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УДК 539.32, 681.5 

К РЕШЕНИЮ СВЯЗАННОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ 

ДЛЯ ОБОЛОЧЕЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ, 

ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В РЕАЛЬНОЙ РАСЧЕТНОЙ ПРАКТИКЕ 

Теличко В.Г., Чигинская И.А., Чигинский Д.С. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

В современной практике инженерного проектирования и проведения 

расчетов активно используются различные программные комплексы, реа-

лизующие метод конечных элементов (МКЭ), такие как ЛИРА-САПР, 

SCAD, STARK ES и другие, которые позволяют с достаточно высокой точ-

ностью моделировать поведения различных сооружений из композитных 

материалов в условиях механических и температурных воздействий. 

Однако, для учёта (с применением МКЭ) особенностей действительной 

работы конструкций, выполненных из материалов с «усложнёнными» 

свойствами, необходимо, по-видимому, использование универсального 

программного обеспечения, типа пакетов прикладных программ ANSYS, 

SAP 2000 или COMSOL [1, 2], включающих в себя опции для прямого учета 

экспериментальных данных, позволяющих пользователю напрямую осу-

ществить ввод полученных в ходе экспериментальной работы диаграмм де-

формирования материалов в среду пакета САПР [2]. 

В качестве сооружения, воспринимающего механические и темпера-

турные воздействия предлагается рассмотреть такой класс сооружений, 

который обладал бы формой оболочки вращения и при этом значимым 

градиентом температуры по толщине стенки, и при этом широко исполь-

зовался на практике. Указанным требованиям соответствуют следую-

щие распространенные типы сооружений: дымовые трубы, радиорелей-

ные башенные опоры и грануляционные башни. Рассмотрим указанные 

типы сооружений подробней. 

Железобетонные дымовые трубы с появлением скользящей и пере-

ставной опалубки стали широко применяться в строительстве для отвода 

газов от котельных электростанций и заводов, а также от различных теп-

ловых агрегатов заводов черной и цветной металлургии, химической 

промышленности и других Предельная температура газов, при которой 

применяются трубы из обычного бетона, не превышает 200°С на внут-

ренней поверхности трубы (бетона). Монолитные трубы могут иметь ци-

линдрическую форму с минимальным диаметром выходного отверстия 

до 3,6 м. Несмотря на известный перерасход бетона, применение цилин-

дрических труб малых и средних диаметров высотой до 50-60 м 
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оказывается обычно эффективным благодаря меньшей стоимости и 

большей скорости процесса их возведения [3]. 

Железобетонные башенные опоры систем телевидения и радиовеща-

ния предназначены для установки на определенной высоте различных 

антенн связи и размещения другого радиотехнического оборудования. 

Основные достоинства: малая площадь застройки, возможность разме-

щения вблизи жилых массивов, удобная эксплуатация. Цилиндрическая 

форма ствола с постоянной величиной наружного диаметра характерна 

для радиорелейных башен высотой до 100 м. Диаметры цилиндрических 

стволов назначаются равными 1/7-1/14 их высоты (диаметр в пределах 

от 4 до 8,5 м). Толщину стенок цилиндрических стволов рекомендуется 

принимать не менее 150…250 мм. Стволы возводят из бетона марки 

М300-М400, армируют меридиональной и кольцевой арматурой классов 

А400 и А300. При расчете конструкций ствола учитываются, в том 

числе, температурные воздействия, обусловленные солнечной радиа-

цией от одностороннего нагрева ствола, а также разностью температуры 

воздуха внутри и снаружи башни, причём учитываются летний и зимний 

режимы эксплуатации [3]. 

Грануляционная башня, используемые при производстве N-, NP-, 

NPK-удобрений и известково-аммиачной селитры, представляет собой 

железобетонный корпус диаметром 10-20 м и высотой до 120 м, в кото-

ром наверху размещено оборудование, необходимое для приема плава и 

хлорида калия, их смешения и разбрызгивания, а внизу - окна для забора 

воздуха и устройство для выгрузки гранул. При производстве NPK-

удобрений перед подачей на разбрызгиватель плав азот- и фосфорсодер-

жащих компонентов смешивают с нагретым и классифицированным 

хлоридом калия. Температуру плава в сборниках и смесителях поддер-

живают постоянной. Например, процесс гранулирования высококонцен-

трированного плава аммиачной селитры осуществляется в полом объеме 

грануляционной башни диаметром 12 м. Высота полета гранул - 30 м. 

Охлаждение гранул аммиачной селитры производится до температуры 

не выше 50°С [4]. 

В работе предлагается рассмотреть модельную задачу определения 

напряжений и перемещений замкнутой цилиндрической оболочки из 

железобетона, опертой с одного торца, при сложном термомеханиче-

ском нагружении, приняв в качестве исходных данных расчёт ствола ды-

мовой трубы [5]. 

Верификацию получаемых результатов предлагается выполнять, в 

том числе, путём сравнения с уже апробированной моделью, 
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учитывающей эффекты связанные с разносопротивляемостью (чувстви-

тельностью к виду напряженного состояния) в условиях температурного 

воздействия, предложенной в работах Трещева А.А., Теличко В.Г., 

Делягина М.Ю. [6-11]. 

Выполнение данной работы подтверждает практическую значимость 

исследований, показывает применимость для инженерных задач, мате-

матических моделей, основанных на теории материалов чувствительных 

к виду напряженного состояния при решении связанных термомехани-

ческих задач. 
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УДК 539.32, 681.5 

РЕШЕНИЕ СВЯЗАННОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ 

ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО ИЗГИБА 

ДЛЯ ТОНКОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ 

ИЗ НЕЛИНЕЙНОГО ИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА 

В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ ANSYS 

Чигинская И.А., Теличко В.Г., Чигинский Д.С. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

В настоящее время в строительной отрасли широкое применение 

находят материалы, отличительной особенностью которых является за-

висимость физико-механических характеристик от вида напряжённого 

состояния, которые были названы материалами с «усложненными» 

свойствами (разносопротивляющимися материалами или материалами 

чувствительными к виду напряженного состояния) [1]. С момента ста-

новления теории разносопротивляющихся материалов, относящегося к 

началу шестидесятых годов двадцатого столетия, разными авторами 

было предложено большое количество разнообразных моделей и опре-

деляющих соотношения [1-10]. Большая их часть базировалась на гру-

бых гипотезах и имела ограниченное практическое применение. 

В качестве наиболее непротиворечивой и универсальной теории де-

формирования разносопротивляющихся материалов можно рассматри-

вать теорию [1, 2], которая в свою очередь послужила основой для боль-

шого количества работ. В частности, в исследовании [2] была показана 

важность учёта связанности полей напряжений и температуры при рас-

чёте элементов конструкций, выполненных из разносопротивляющихся 

материалов: в работе [11] - для пластин, в [12] - для оболочек. 

Однако, в работе [11] рассмотрен частный случай задания поля тем-

пературы в виде граничные условия первого рода - распределение тем-

пературы на поверхностях элементов конструкций в любой момент 
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времени. Дополнение имеющегося решения [12] возможностью учёта 

граничных условий третьего рода в виде температуры среды, окружаю-

щей элемент конструкции, и закона теплообмена между поверхностью 

элемента и окружающей средой, позволит существенно расширить 

сферу применения предложенных решений на более широкий класс за-

дач конвективного теплообмена. 

Вместе с этим, в течение последних десятилетий активно исследу-

ются вопросы связанной термоупругости, базирующиеся на численном 

моделировании в специализированных конечно-элементных пакетах, а 

их функционал непрерывно совершенствуются. Например, в программ-

ном комплексе ANSYS в настоящее время реализована возможность 

учёта нелинейной работы материалов посредством задания эксперимен-

тальных диаграмм деформирования, в том числе отличающихся при рас-

тяжении и сжатии [13]. 

Однако, применение новых программных инструментов требует оценки 

получаемых результатов (верификации) посредством проведения параллель-

ных расчетов с использованием независимо разработанных программных 

средств и сравнительный анализ полученных результатов. 

В работе используя разработанную в [12] программу, на основе тео-

рии [2] на базе объемных конечных элементов (КЭ) в форме тетраэдра с 

учётом воздействия температуры и задания граничных условий третьего 

рода, проведена верификация опции ANSYS [13], позволяющей учесть 

эффект различной нелинейной работы материала при растяжении и сжа-

тии в рамках решения связанной нестационарной задачи термомехани-

ческого изгиба тонкой прямоугольной пластины из изотропного разно-

сопротивляющегося материала. 

Решение задачи данного класса представляет интерес для механики де-

формируемого твёрдого тела, поскольку послужит развитием теории разно-

сопротивляющихся материалов и позволит в дальнейшем использовать рас-

сматриваемую опцию ANSYS для расчёта тонких пластин из разносопротив-

ляющихся материалов в условиях термомеханического нагружения. 

Рассмотрена задача об определении напряжённо-деформированного со-

стояния тонкой пластины, имеющей размеры в плане 0,5х0,3 м и толщину 

0,035 м (рис. 1), жёстко защемлённой по контуру. Моделируется размеще-

ние пластины между двумя средами. Начальная температура пластины при-

нимается равной 298 К, температура верхней и нижней сред, соответ-

ственно, 373 К и 323 К. Нагрев пластины реализован посредством задания 

условий конвективного теплообмена между поверхностями пластины и 

окружающей средой. Помимо перепада температур, на верхнюю 
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поверхность пластины также прикладывается равномерно распределённая 

механическая нагрузка интенсивностью от 0 до 1,25 МПа. В качестве мате-

риала пластины принят конструкционный графит АРВ [14]. 

 

Рис. 1. Прямоугольная пластина 

Для верификации рассматриваемой опции ANSYS в работе проводится 

сравнение результатов расчёта с результатами расчёта аналогичной задачи 

в программе, разработанной в [12] на основе теории А.А. Трещёва и Н.М. 

Матченко [1, 2] на базе объёмных изопараметрических конечных элемен-

тов в форме тетраэдра с учётом температурного воздействия. Проводится 

количественная оценка факторов, приводящих к различиям в полученных 

результатах. С этой целью в работах [11, 12] авторы рассматривал следую-

щую форму термодинамического потенциала Гиббса, состоящую из квази-

линейной, нелинейной и термомеханической частей. В полном объеме ме-

тодика расчета изложена в работах [12]. 

Применение вариационного принципа к уравнению движения и уравне-

нию сохранения теплового потока в сочетании с определяющими уравне-

ниями термоупругости дает матричное уравнение конечных элементов, 

компоненты которого вычисляются по аналогии с элементами в форме тет-

раэдра [13]. Методология учета связанности в программе ANSYS приве-

дена в руководстве [13]. 

В данной работе для решения связанной нестационарной задачи тер-

момеханического изгиба прямоугольной пластины в программном ком-

плексе ANSYS был использован конечный элемент SOLID226 [13]. Гео-

метрия, расположение узлов и система координат данного элемента по-

казаны на рис. 2. 
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Рис. 2. КЭ в форме параллелепипеда с 20 узлами 

Для реализации эффекта различного деформирования материала при 
растяжении и сжатии в программном комплексе ANSYS в работе ис-
пользуется опция TB,EXPE (таблицы экспериментальных данных) [13]. 
Данная опция позволяет осуществить ввод диаграмм деформирования 
материала (ε-σ) численно, задав значения деформаций и соответствую-
щих напряжений. Например, по экспериментальным данным для одно-
осного растяжения и одноосного сжатия материала. В настоящей работе 
таким материалом принят конструкционный графит АРВ [14]. На рис. 3 
показан результат ввода диаграмм деформирования указанного графита 
при растяжении и сжатии, оформленных посредством соответствую-
щего интерфейса программного комплекса ANSYS. 

Таким образом, в работе проведено сравнение следующих моделей: 
- Модель №1 - расчет выполнен в программном комплексе ANSYS, с 

учетом различной нелинейной работы материала при растяжении и сжа-
тии с учётом температуры и механического нагружения; 

- Модель №2 - расчет выполнен в системе ANSYS, с учетом различ-
ной нелинейной работы материала при растяжении-сжатии с учётом 
только механического нагружения; 

- Модель №3 - расчет выполнен в системе ANSYS, с учётом одинако-
вой нелинейной работы материала при растяжении-сжатии с учётом 
температуры и механического нагружения; 

- Модель №4 - расчет выполнен в отдельной программе, разработан-
ной в [12], с использованием теории нелинейных разносопротивляю-
щихся изотропных материалов А.А. Трещёва и Н.М. Матченко [2] с учё-
том температуры и механического нагружения; 

- Модель №5 - расчет выполнен в системе ANSYS, с учётом раз-
личной нелинейной работы материала при растяжении-сжатии с 
учётом температуры и механического нагружения (конечный эле-
мент в форме тетраэдра); 
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- Модель №6 - расчет выполнен в системе ANSYS, с учётом различной 
нелинейной работы материала при растяжении-сжатии с учетом темпера-
туры и механического нагружения (диаграмма деформирования принята в 
соответствии с аппроксимациями А.А. Трещёва и Н.М. Матченко [2]). 

 

 

 

Рис. 3. Диаграммы деформирования графита АРВ 

при одноосном растяжении и одноосном сжатии в интерфейсе ANSYS 

(сверху показана диаграмма растяжения, а снижу - сжатия) 
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Некоторые характерные результаты расчёта по шести моделям пока-

заны на рис. 4-7.  

 

Рис. 4. Распределение прогибов срединной поверхности пластины 

по диагонали 

 

Рис. 5. Распределение напряжений σx 

на нижней поверхности пластины по диагонали 
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Рис. 6. Распределение напряжений σxy 

на верхней поверхности пластины по диагонали 

 

Рис. 7. Распределение напряжений σx по толщине в центре пластины 

Расхождение результатов расчёта на рис. 4-7 при использовании 

предлагаемой в работе опции ANSYS и решения аналогичной задачи в 

программе, разработанной в [12], не превосходит 12% в величине 
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нормальных напряжений на поверхности пластины и 4% в величине ка-

сательных напряжений, а также 5 % в величине прогиба. 

При этом, использование в предлагаемой модели КЭ в форме тетра-

эдра оказывает незначительную поправку на получаемые результаты в 

пределах 2%. Задание в качестве исходных данных аппроксимаций диа-

грамм деформирования, построенных по определяющим соотношениям 

[1, 2] даёт поправку, не превышающую 7% в величинах нормальных 

напряжений на нижней поверхности пластины. 

Решена связанная термомеханическая задача изгиба тонкой прямо-

угольной пластины, выполненной из изотропного разносопротивляюще-

гося материала, методом конечных элементов посредством программ-

ного комплекса ANSYS. Решение указанной задачи выполнено с учётом 

задания граничных условия третьего рода в виде температуры среды, 

окружающей пластину, и закона теплообмена между поверхностью пла-

стины и окружающей средой. 

Полученные в работе результаты демонстрируют важность учёта эф-

фекта разносопротивляемости, а также эффекта температурного воздей-

ствия при рассмотрении связанной нестационарной задачи термомеха-

нического изгиба тонкой прямоугольной пластины.  
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УДК 539.3 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОСНОВАНИЯ 

ИЗ ОРТОТРОПНЫХ СЛОЕВ С УЧЕТОМ 

ИХ ДЕФОРМАЦИОННОЙ ПСЕВДОНЕОДНОРОДНОСТИ 

Трещев А.А., Бесстрашнов Д.О. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Важной задачей повышения эффективности строительства является со-
вершенствование методов проектирования оснований и фундаментов, за-
траты на устройство которых может доходить до 20-30% от общей стоимо-
сти возведения зданий и сооружений. Сложность инженерно-геологиче-
ской обстановки площадок строительства, уникальность и масштабность 
современных сооружений (АЭС, ТЭС, установки на шельфе и других), по-
вышение технологических нагрузок и этажности зданий требуют макси-
мально полного и эффективного учета реальных физико-механических 
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свойств и особенностей работы деформируемых оснований, что возможно 
обеспечить только при использовании новейших достижений в области ме-
ханики грунтов и методов вычислительной механики. 

Согласно работам [1-3], анизотропные (ортотропные) грунты и по-
роды широко распространены в коре и в верхней мантии Земного шара. 
Кроме того, они проявляют свойство дилатации и демонстрируют чув-
ствительность своих физико-механических характеристик к виду напря-
женного состояния (свойство разносопротивляемости) [4-7]. Многие ис-
следователи не без основания считают, что все грунты (преимуще-
ственно нескальные породы), обладают в той или иной степени анизо-
тропией механических свойств с учетом того, что при своем формиро-
вании в прошлые геологические эпохи они в той или иной мере испыты-
вали механические нагрузки, сформировавшие неоднородное и анизо-
тропное (ортотропное) напряженное состояние. В целом, важно отме-
тить, что анизотропия в грунтах - скорее правило, чем исключение. К 
грунтам, у которых она ярко выражена, относятся ленточные глинистые 
отложения, лёссы и лёссовидные грунты, торфянистые, мерзлые, солон-
цеватые и некоторые другие разновидности. Наведенная анизотропия 
(ортотропия) присуща многим полускальным и скальным породам в 
силу преимущественной ориентации минералов и свойств текстуры по-
роды (слойчатость, полосчатость и т. п.), трещиноватости, наличия де-
фектов структуры и др. 

Перечисленные особенности деформирования и работы деформируе-
мых оснований при расчете и проектировании пространственных кон-
струкций зданий и сооружений могут быть учтены только с привлече-
нием аппарата общей трехмерной теории с использованием всей сово-
купности компонент напряжений и деформаций [8]. Поэтому, необхо-
дим комплексный подход к решению поставленной задачи. Основой та-
кого подхода могут служить специальные конечные элементы (КЭ), по-
строенные на базе стандартных объемных, но учитывающие особенно-
сти аппроксимации геометрии и перемещений по толщине [8, 9]. 

Традиционными методами моделирования конструкций на упругом 
основании являются: клавишная модель Винклера с одним коэффициен-
том постели; модель уравновешивания внешних нагрузок и отпора 
грунта; модель упругого основания по контуру плиты с использованием 
объемных КЭ; модель линейно-деформируемого основания (ЛДО) с ис-
пользованием объемных КЭ; модель ЛДО с промежуточным Винклеров-
ским слоем с использованием объемных КЭ; модель Пастернака с при-
менением законтурных элементов для учета распределительной способ-
ности основания за контурном основания. Как показал анализ наиболее 
распространенных моделей грунтового основания, все они в той или 
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иной степени не отражают реальную работу упругого основания. Наибо-
лее близки к эксперименту и практике оказываются модели, основанные 
на трехмерной модели теории упругости в сочетании с учетом нелиней-
ных свойств работы грунтов [4, 5, 8], что выгодно отличает их от моде-
лей ЛДО и схожих с ними. Кроме того, модели на объемных элементах 
обладают большей наглядностью как при анализе деформированного со-
стояния, так и при анализе напряжений в основаниях [9, 10]. 

Численные эксперименты, проведенные авторами актуального иссле-
дования [4, 5, 9], показали, что для рассматриваемого класса задач (мо-
делирование многослойного деформируемого основания) наиболее це-
лесообразно применять изопараметрический, четырехузловой конечный 
элемент в форме тетраэдра, с тремя поступательными степенями сво-
боды в узле. Соответственно, авторы разработали новую модифициро-
ванную версию конечно-элементной модели, построенную на базе объ-
емного изопараметрического элемента в форме тетраэдра с 3-мя посту-
пательными степенями свободы в узле [5], использующего положения 
общей трехмерной нелинейной теории упругости [10, 11]. 

Очевидно, что здания, имея фундамент, опираются на многослойной 
грунтовое основание с различными физико-механическими характери-
стиками слоев. В актуализированных нормах по проектированию осно-
ваний и фундаментов СП22.13330.2016 и в предыдущих версиях СНиПа 
это непременно учитывается. При этом расчеты основания проводятся в 
предположении механической изотропности или неоднородности по 
толщине каждого слоя. Однако эксперименты, проводимые с грунтами, 
зачастую демонстрируют проявление свойств структурной ортотропии 
в сочетании с деформационной анизотропией. Обычно при расчетах ос-
нований этот факт не учитывается, что не всегда оправдано. Поэтому 
здесь предпринята попытка разработки математической модели дефор-
мирования слоистого основания с учетом структурной ортотропии 
свойств всех слоев их деформационной анизотропии при его нагруже-
нии недеформируемым штампом, интерпретирующим жесткую по-
дошву массивного фундамента. Деформационная анизотропия пред-
ставлена как общеизвестный факт зависимости свойств грунтов от вида 
напряженного состояния [3]. Для постулирования уравнений состояния 
ортотропной деформационно-неоднородной среды слоев принята мо-
дель, сформулированная в рамках нормированного пространства напря-
жений, связанного с главными осями ортотропии и полученная на ос-
нове потенциала деформаций [12]: 

;
ii iiii ii iijj jj iikk jj ij ijij ij

e C C C C    = + + =  при i j   (1) 

где 
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Здесь: 
ij  - нормированные напряжения в пространстве главных осей 

ортотропии; 
ij

  - компоненты напряжений в этих же осях; = ij ijS    - 

норма тензорного пространства; 1=ij ij   - условие нормировки про-

странства; ,
ijkm ijkm

A B  - параметры, вычисляемые по результатам обработки 

механических испытаний ортотропного материала, которые определяют 
тензор податливостей четвертого ранга. 

(1 / 1 / ) / 2; (1 / 1 / ) / 2;

( / / ) / 2; ( / / ) / 2;

1 / ; / / ; / / .

kkkk k k kkkk k k
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ijij ij ij j ji i ij j ji i
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  (2) 

где 

iE , 


ij ,
ijG  - модули упругости и коэффициенты поперечной деформации 

вдоль соответствующих главных осей ортотропии и модули сдвига в главных 
плоскостях. 

Традиционно основание моделируется деформируемым полупростран-
ством с дискретно определяемой лишь его дневной поверхностью без огра-
ничений среды по трем осям. Однако, при учете усложнений физических 
уравнений, для разработки математической модели слоистого основания, 
рациональным представляется использования метода конечных элементов. 
В данном случае необходимо использовать объемные элементы. При этом 
МКЭ оперирует с дискретными строго ограниченными областями, то есть 
модель основания должна строго определить ограничения на размеры вы-
деленной из полупространства дискретной области. Подобные ограниче-
ния определяются несколькими последовательными расчетами разнораз-
мерных областей по трем осям с окончательным ограничением для расчета. 
При этом ограничения зависят от размеров областей приложения нагрузки 
и определяются таким образом, что последующие увеличения размеров 
дискретной области никоим образом не будет сказываться на результатах 
расчета, то есть, когда получаемые перемещения и напряжения будут ста-
билизированы на всех границах. 

Здесь принята область, образованная семью слоями с отличающи-
мися свойствами, приведенная на рис. 1, 2, и ограниченная в зависимо-
сти от величины нагрузки и от размеров площадки её приложения. 
Нагружение осуществлялось жестким штампом с равномерным её 
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распределением по его подошве. Рассмотрим задачу о давлении на по-
лупространство. В качестве геометрической модели примем прямую 
призму, с размерами в плане в десять раз большими соответствующих 
размеров зоны давления (рис. 1). При таком соотношении разница в па-
раметрах НДС с точным решением задачи теории упругости о слоистом 
полупространстве является незначительной. Исходные данные для рас-
чета принимались следующие: размеры в плане 20000×5000 мм, по вы-
соте 7 слоев по 2000 мм, размер зоны давления 2000×500. Механические 
характеристики материалов заимствованы из работы [4] и приведены в 
таблице 1. Интенсивность равномерно распределенной нагрузки q при-
нималась равной 700 кПа. 

 

Рис.1. План полупространства 

 

Рис. 2. Разрез полупространства 
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Таблица 1. Механические характеристики слоев полупространства 
 

Номер 

слоя 

Механические характеристики (все модули упругости в МПа, 

коэффициенты Пуассона (коэффициенты поперечной деформации) 

в долях единицы) 

1 

         

15,62 31,25 9,95 29,85 9,35 27,45 7,99 7,71 7,11 

      ̶ ̶ ̶ 

0,38 0,32 0,37 0,32 0,37 0,32 ̶ ̶ ̶ 

2 

         

13,55 40,65 14,05 42,15 8,55 25,65 10,69 8,34 8,49 

      ̶ ̶ ̶ 

0,33 0,25 0,33 0,25 0,33 0,25 ̶ ̶ ̶ 

3 

         

26,67 80 23,65 70,95 20,15 60,45 20,33 18,76 18,26 

      ̶ ̶ ̶ 

0,27 0,2 0,27 0,2 0,22 0,17 ̶ ̶ ̶ 

4 

         

5,95 17,85 4,15 12,45 3,45 10,35 3,97 3,62 3,02 

      ̶ ̶ ̶ 

0,27 0,23 0,27 0,23 0,25 0,25 ̶ ̶ ̶ 

5 

         

40,2 120,6 30,45 91,35 22,15 66,45 25,53 21,78 18,75 

      ̶ ̶ ̶ 

0,42 0,32 0,42 0,32 0,42 0,35 ̶ ̶ ̶ 

6 

         

20,25 60,75 16,95 50,85 16,43 49,25 14,58 14,35 12,59 

      ̶ ̶ ̶ 

0,3 0,24 0,3 0,24 0,35 0,3 ̶ ̶ ̶ 

7 

         

9,55 28,65 8,95 26,85 6,95 20,85 7,48 6,59 6,02 

      ̶ ̶ ̶ 

0,25 0,22 0,25 0,22 0,31 0,31 ̶ ̶ ̶ 
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Реализация этой модели ввиду нелинейности уравнений состояния 

выполнялась методом переменных параметров упругости итерационно. 

В остальном, что, несомненно, является преимуществом, расчетная про-

цедура практически не отличается от классического МКЭ, базирующе-

гося на объемных элементах в форме тетраэдра [10], один из которых 

приведен на рис.3. 

 

Рис. 3. Конечный элемент в виде тетраэдра 

В данном ключе была сформулирована математическая модель мно-

гослойного условного полупространства с воздействием на него жест-

ким штампом. При этом слои образованы ортотропными структурами, 

которые чувствительны к виду напряженного состояния. 

При расчете слоистого деформируемого полупространства с приме-

нением усовершенствованных соотношений [12] разница составила: 

- для вертикальных перемещений: до 5% к определяющим соотноше-

ниям [4], до 11,5% к соотношениям С.А. Амбарцумяна - А.А. Хачатряна, 

до 15% к теории К.В. Берта - Д.Н. Редди и до 25% при использовании 

усредненных характеристик материала; 

- для горизонтальных перемещений: до 25% к определяющим соот-

ношениям [4], до 36% к соотношениям С.А. Амбарцумяна - А.А. Ха-

чатряна, до 81% к теории К.В. Берта - Д.Н. Редди и до 118% при исполь-

зовании усредненных характеристик материала; 

- для нормальных напряжений: до 2,5% к определяющим соотноше-

ниям [4], до 20% к соотношениям С.А. Амбарцумяна - А.А. Хачатряна, 

до 25% к теории К.В. Берта - Д.Н. Редди и до 36% при использовании 

усредненных характеристик материала; 
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- для нормальных напряжений: до 5% к определяющим соотноше-

ниям [4], до 25% к соотношениям С.А. Амбарцумяна - А.А. Хачатряна, 

до 35% к теории К.В. Берта - Д.Н. Редди и до 45% при использовании 

усредненных характеристик материала. 
 

 

Рис.4. Изменение вертикальных перемещений по толщине в точке А 

 

Рис. 5. Изменение горизонтальных перемещений по диагонали 

вдоль оси симметрии на поверхности полупространства через точку А 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

100 

 

Рис. 6.  Изменение нормальных напряжений 
x  в точке А 

 

Рис. 7. Изменение напряжений z  по толщине в точке А 

Конкретные расчеты с использованием разработанной модели позво-

ляют утверждать, что учет двойной анизотропии слоев основания 
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вскрывают заметные погрешности традиционных подходов по опреде-

лению параметров его НДС. Так использование модели полупростран-

ства из нескольких слоев разносопротивляющихся ортотропных матери-

алов показало, что предлагаемый подход, основанный на положениях 

трехмерной теории упругости и определяющих соотношениях [12] 

вполне адекватен и обладает рядом преимуществ над многими теориями 

[6, 7, 12] благодаря повышенной точности и удобству использования ме-

тода конечных элементов [4]. Также показано, что при проведении рас-

четов пренебрежение учетом явления разносопротивляемости может 

привести к значительным погрешностям в определении параметров 

напряженно-деформированного состояния слоистого полупространства. 
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УДК 539.3 

ПОЛУЧЕНИЕ СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ РАСЧЕТА 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

ИЗ МАТЕРИАЛОВ, ЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ 

К ВИДУ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

Трещев А.А., Лапшина М.А. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Рассмотрим тонкостенную пространственную систему, состоящую из 

четырех пластинок постоянной толщины (см. рис. 1), образующую в попе-

речном сечении замкнутый четырехугольный контур с прямыми неизменя-

емыми углами. Такие призматические оболочки находят применение, 

например, в качестве резервуаров, поэтому полагаем, что оболочка нахо-

дится под действием внутреннего гидростатического давления.  

Расчетная схема призматической оболочки показана на рис. 1. Ось x 

направлена по высоте оболочки, ось y направлена вдоль ее периметра. 

Так как каждая из граней оболочки представляет собой пластинку со 

сложными граничными условиями сопряжения на гранях, то к этой рас-

четной схеме применима модель, приведенная далее. 

Рассмотрим упругое равновесие прямоугольной однослойной пла-

стины, отнесенной к декартовой системе координат. В произвольной точке 

этой пластины одна из плоскостей упругой симметрии параллельна средин-

ной плоскости пластины в недеформируемом состоянии. Таким образом, 

для построения геометрических и статических соотношений будем исполь-

зовать гипотезы, предложенные С.П. Тимошенко [1]: 
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1) нормальное к срединной плоскости перемещение w  не зависит от 

координаты 
3x  

3(e =0) ; 

2) нормаль к срединной плоскости после деформации поворачивается 

на угол ψ , относительно оси 
1x  и 

2ψ  относительно оси 
2x ; 

3) при определении параметров напряженного состояния влиянием 

нормальных напряжений 
3σ  пренебрегаем. 

 

Рис.1. Расчетная схема призматической оболочки 

Примем, что пластина нагружена нормально приложенной равно-

мерно распределенной нагрузкой q. Вертикальную ось 
3x  направим 

вверх. При решении рассматриваемой задачи в рамках геометрически 

линейной теории вводятся следующие технические гипотезы: 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2U x ,x ,x =u x ,x +x  ψ x ,x ; 

       ( ) ( ) ( )2 1 2 3 2 1 2 3 1 1 2     U x ,x ,x =u x ,x -x ψ x ,x ;                            (1) 

 ( ) ( )3 1 2 3 1 2U x ,x ,x =w x ,x ,  

где 
ku  - горизонтальные перемещения в срединной поверхности, 

1ψ , 
2ψ  - 

углы поворота срединной поверхности относительно соответствующих 

осей, 
1 2 23 2 1 13ψ =w, – γ ,   ψ =–w, +γ ;   w  - прогибы срединной поверхности. 

Учитывая, что деформирование исходных пластин происходит при 

малых прогибах, связь между деформациями и перемещениями с учетом 

принятых гипотез представим в виде: 

11 1,1 3 2,1e =u +x ψ ; 22 2,2 3 1,2 e =u -x ψ ; 
33e =0 ; ( )12 1,2 2,1 3 2,2 1,1γ =u +u +x ψ -ψ ;  

13 2 ,1 23 1 ,2γ =ψ +w ;  γ =-ψ +w .                                (2) 

 

φ

b 

φ

a 

b 

a 
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dx 
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где 
kγ  - деформации поперечного сдвига. 

В работе [2] на основе анализа многочисленных экспериментальных дан-

ных по деформированию анизотропных разносопротивляющихся сред [3-11] 

были предложены нелинейные потенциальные соотношения между дефор-

мациями и напряжениями для ортотропных материалов в виде: 

1 2 3 W=W +W +W + ... ,                                     (3) 

где ( )11 22 33 12 21 23 32 31 13 12 23 31W=W σ , σ , σ , τ τ , τ τ ,  τ τ ,  τ τ τ ; 
nW −  однород-

ный многочлен степени n+1 по компонентам напряжений, комбинация 

которых принята в строгом соответствии и классом ортотропии и по из-

вестным правилам [12], n=1,2,3… 

Для физических квазилинейных материалов имеем: 

2 2 2
1 1 11 2 22 3 33 4 11 22 5 22 33 6 33 11W =A σ +A σ +A σ +A σ σ +A σ σ +A σ σ +  

7 12 21 8 23 32 9 31 13 +A τ τ +A τ τ +A τ τ  ,                             (4) 

где 
kA  - являются функциями нормированного напряжения. 

Зависимость между деформациями и напряжениями, вытекающая из 

потенциала 
1W  (4) с учетом принятых выше гипотез можно представить 

в следующем виде: 

    e = A σ ,           (5) 

где 

 

11

22

12

13

23

e

e

e = γ

γ

γ

 
 
  
 
 
 
  

;  

11 12 16

22 26

66

44

55

P P P 0 0

  P P 0 0

P =     P 0 0 ;

  sim     P 0

        P

 
 
 
 
 
 
 
 

  

11

22

12

13

23

σ

σ

σ = τ

τ

τ

 
 
  
 
 
 
  

; 

( )2 2 2 2 2 3 3

11 1111 1111 11 1111 11 22 33 12 23 31 2222 22 3333 33P =(A +L α )+0,5L α [α +α +2(α +α +α )]-0,5 L α +L α +  

( ) ( )2 2 2 2 2

11 1122 22 22 33 12 23 31 1133 33 2233 22 33 22 33+ 1-α [L α (α +α +2(α +α +α ))+L α -L α α α +α ;  

( )12 21 1122 1122 11 22P =A =A +L α +α ;  

( )16 61 1133 1133 11 33P =A =A +L α +α ;  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 3 3

22 2222 2222 22 2222 22 11 33 12 23 31 1111 11 3333 33P = A +L α +0,5((L α [α +α +2 α +α +α ]-0,5 L α +L α +  

( )   ( )2 2 2 2 2

22 2233 33 11 33 12 23 31 1133 33 1133 11 33 11 33+ 1-α L α (α +α +2(α +α +α )) L α -L α α α +α ;  
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( )26 62 2233 2233 22 33P =A =A +L α +α ;  

( ) ( )3 3 3

66 1212 1111 11 2222 22 3333 33 1122 11 22 11 22 2233 22 33 22 33P =A - L α -L α +L α -2L α α (α +α )-2L α α α +α -  

( )1133 11 33 11 33-2L α α α +α ;  

( ) ( ) ( )3 3 3

44 1313 1111 11 2222 22 3333 33 1133 11 33 11 33 1122 11 22 11 22P =A - L α -L α +L α -2L α α α +α -2L α α α +α -  

( )2233 22 33 22 33-2L α α α +α ;  

( ) ( )3 3 3

55 2323 1111 11 2222 22 3333 33 2233 22 33 22 33 1133 11 33 11 33P =A - L α -L α +L α -2L α α (α +α )-2L α α α +α -  

( )1122 11 22 11 22-2L α α α +α .  

Составляющие константы  тензора ijkmA  и ijkmL - материальные кон-

станты, определяемые через компоненты тензора четвертого ранга: модуль 

упругости и коэффициент Пуассона, полученные из опытов на осевое растя-

жение и сжатие в главных осях анизотропии, а также через модули сдвига, по-

лученные из опытов на сдвиг во взаимно ортогональных плоскостях ортотро-

пии (знаки «плюс» соответствуют растяжению, «минус» - сжатию); ij ijα =σ /S  

- нормированные напряжения в главных осях ортотропии материала,

 (i,j=1, 2, 3) ; 
2 2 2 2 2 2

ij ij 11 22 33 12 23 13     S= σ σ = σ +σ +σ +2τ +2τ +2τ  - норма тензор-

ного пространства; 
2 2 2 2 2 2

ij ij 11 22 33 12 23 13 α α  = α +α +α +α +α +α =1  - условие нор-

мировки тензорного пространства [4, 6, 7, 13-16]. 

В соответствии с принятыми гипотезами, учитывая, что по толщине 

пластины пренебрегаем давлением слоев друг на друга, будем считать, 

что нормальные напряжения 
33σ =0 . Тогда имеем: 

    σ = B e ,                   (6) 

где ijB  - жесткости, зависящие от вида напряженного состояния и сте-

пени нагружения,    
-1

B = A .  

Уравнения равновесия прямоугольной пластины в ортогональной си-

стеме координат представим следующим образом: 

11,1 12,2N +N =0  ;   12,1 22,2N +N =0 ;   11,1 12,2 1M +M =Q ;   12,1 22,2 2M +M =Q ; 

1,1 2,2 1 2                                                        Q +Q =q(x , ).x   (7) 

Интегральные характеристики напряженного состояния определя-

ются традиционным образом через интегрирование характерных 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

106 

напряжений по толщине пластины по правилам, соответствующим ха-

рактеру действующих усилий: 

            

h/2 h/2 h/2

ij ij 3 ij ij 3 3 ij ij 3

-h/2 -h/2 -h/2

N = σ dx ; M = σ x dx ; Q = τ dx ,   (i,j=1,2)               (8) 

Связь между вектором обобщенных сил  M  и вектором обобщен-

ных деформаций срединной поверхности пластины  ε  примет вид: 

      M = D ε ;            (9)  

где 

 

11

22

12

1

2

11

22

12

M

M

M

Q
M =

Q

N

N

N

 
 
 
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 
 
 
 
 
 
 
 

;  

11 12 16 14 15 11 12 16

22 26 24 25 12 22 26

66 64 65 16 26 65

44 45 14 24 46

55 15 25 65

11 12 16

22 26

66

D D D K K K K K

  D D K K K K K

    D K K K K K

      C C C C C
  D =

        C C C C

  sim       C C C

            C C

              C
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 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

;  

2,1

1,2

2,2 1,1

13

23

1,1

2,2

1,2 2,1

ψ

-ψ

ψ -ψ

γ
  Ε = ;

γ

u

u

u +u

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

h/2

ij km 3

-h/2

 C = B dx ; 

h/2

km km 3 3

-h/2

K = B x dx ; 

h/2

2
pq km 3 3

-h/2

D = B x dx      (10) 

где i,j=1, 2, 4, 5, 6 ; k,m=1, 2, 4, 5, 6 ; p,q=1, 2, 6 . 

Заметим, что интегральные жесткостные характеристики ij C ,
km K ,

pq D  не могут быть получены непосредственно, так как параметры 
kmB  

не являются наперед заданными функциями от 
3x , а зависят от напря-

женного состояния. Однако интегралы можно вычислять приближенно, 

разбив пластину по толщине на ряд фиктивных слоев. В целях упроще-

ния фиктивные слои можно принять одинаковыми по толщине. 
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УДК 539.3 

МОДЕЛЬ ДЕФОРМИРОВАНИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ, ВЫПОЛНЕННОЙ ИЗ МАТЕРИАЛА 

С ДВОЙНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ 

Трещев А.А., Селезнев И.Р. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Работа многих строительных конструкций реализуется совместно с 

упругим основанием (фундаменты зданий и сооружений, трубопроводы 

на грунтовом основании и др.). В настоящее время в качестве конструк-

ционных материалов распространено применение полимеров и компо-

зитов, обладающих структурной, деформационной, а, во многих слу-

чаях, двойной анизотропией. 
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Рассмотрено напряженно-деформированное состояние пологой сфе-

рической оболочки с центральным отверстием (рис. 1). Главные радиусы 

кривизны срединной поверхности оболочки в пределах ее плана посто-

янны, геометрия срединной поверхности оболочки отождествляется с 

геометрией на плоскости. Главные кривизны оболочки равны 

k1=k2=k=1/R. [6]. 

Оболочка принята достаточно тонкой, чтобы использовать традици-

онные для подобных задач гипотезы Кирхогфа-Лява: 

1) нормаль к срединной поверхности после деформации остается пер-

пендикулярной к этой поверхности в деформированном состоянии; 

2) при определении параметров напряженного состояния влиянием 

нормальных напряжений 
z  можно пренебречь. 

 

Рис.1. Схема оболочки 

Радиус оболочки в плане а (м), стрела подъема f (м) и толщина h (м). 

Срединная поверхность оболочки является частью сферы, характеризуемой 

радиусом R (м). В центре оболочки присутствует отверстие радиусом r0 (м). 

Оболочка загружена равномерно распределенной нагрузкой p (МПа). 

Согласно теории пологих оболочек, кинематические соотношения 

для рассматриваемой оболочки: 

а) компоненты деформации в срединной поверхности, согласно тео-

рии Т. Кармана [1]: 

 ;r ru kw = −
ru

kw
r

 = − , (1) 
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где ,  r    - удлинения; u, w - радиальные перемещения и прогибы; k - 

главная кривизна оболочки; r - радиальная координата; 

б) компоненты изгибной деформации: 

 , ;r rrw = −  
,

;rw

r
 = −  (2) 

в) компоненты тензора деформаций через параметры деформации 

,  r    и кривизны ,  r    срединной поверхности: 

 ;r r re z = +  ,e z   = +  (3) 

где z - вертикальная координата, отсчитываемая от срединной поверх-

ности оболочки. 

Подставляя в (3) соотношения (1) и (2), получим компоненты тензора 

деформаций через перемещения и прогибы: 

 , , ;r r rre u kw zw= − −  
,

.r ru w
e kw z

r r
 = − −  (4) 

В качестве физических зависимостей использованы определяющие 

уравнения деформирования материалов с двойной анизотропией, осно-

ванные на экспериментальных данных по деформированию анизотроп-

ных разносопротивляющихся сред, предложенные в работе А.А. Тре-

щева и соавторов [9]. 

При совпадении осей сферической системы координат с главными 

осями анизотропии и с учётом принятых гипотез физические зависимо-

сти записываются в виде: 

 11 12

21 22

r r

r

e K K

e K K



 

 

 

= +

= +
 (5) 

где  

 
( )

( )

2 3

11 1111 1111 1111 2222

2

1122

( ) 0,5 1

1 ;

r r r

r r

K A B B B

B



 

   

   

= + + − − +

+ − −

 

 
12 21 1122 1122 ( );rK K A B  = = + +  (6) 

 
( )

( )

2 3

22 2222 2222 2222 1111

2

1122

( ) 0,5 1

1 .

r

r r

K A B B B

B

  

 

   

   

 = + + − − +
 

+ − −
 

где ,  ,  ,  kkkk kkkk iijj iijjA B A B  - постоянные, зависящие от модулей упругости и 

коэффициентов поперечной деформации материала; 
r r S = , S  =  
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- нормированные напряжения; 
2 2

rS  = +  - модуль вектора полных 

напряжений. 

Преобразуем физические зависимости (5) и вынесем все нелинейные 

члены отдельно: 

 11 12

12 22

;

;

r r

r

C e C e

C e C e



 





= +

= +
 (7) 

где 
11 22 ;С K=  12 12 ;С K= −  22 11 ;С K= −  2

11 22 12.K K K = −  

Выражения для усилий и моментов через напряжения: 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

;       ;

;   .

h h

r r

h h

h h

r r

h h

N dz N dz

M zdz M zdz

 

 

 

 

− −

− −

= =

= =

 

 

 (8) 

Подставляя напряжения (7) в выражения усилий (8) и учитывая ком-

поненты тензора деформаций (4), запишем выражения для усилий и мо-

ментов через перемещения: 

 

12 12

11 11 12 11

22 22

22 12 12 12

12 12

11 11 12 11

22 22

22 12 12 12

,
, ;

,
, ;

,
, ;

,
, , ;

r r

r rr r r r

r r

r rr r r

r r

r rr r r r

r r

r r r r

w F u D
N w F kw D kw D u D

r r

w F u D
N w kD w F kw D u D

r r

w P u F
M w P kw F kw F u F

r r

w P u F
M w kF w P kw F u F

r r






= − − − + − +


= − − − − + +

= − − − + − +


= − − − − + +

 (9) 

где 
2;  ;  .ij ij ij ij ij ijD C dz F C zdz P C z dz= = =     

Принимая за основу те или иные определяющие соотношения, мы не 

вносим изменений в соотношения статико-геометрической природы. 

Поэтому остаются справедливыми положения и зависимости теории 

анизотропных оболочек [10]. Внутренние усилия и моменты приводятся 

к срединной поверхности 0z = , и при условии 1zk   уравнения равно-

весия для пологих сферических оболочек принимают вид: 

 
( )

( ) ( )

, , 2 , , ;

, , 0.

r rr r r r r r rr

r r r r r r

M M r M r k N N N w q

N N N r k M M M r

 

 

− + + + + = −

+ − − + − =  
  (10) 

В качестве модели упругого основания примем упругую модель Вин-

клера [12]. Согласно этой модели, зависимость между реактивным 
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отпором основания и осадкой его поверхности предполагается линейной 

и записывается в виде функции: 

 ,оп w rr k w=  (11) 

где 
опr  - интенсивность реакции упругого основания, 

wk  - коэффициент 

отпора основания (коэффициент постели), 
rw  - величина прогиба. 

Тогда, с учетом упругого основания, полная интенсивность нагрузки 

на оболочку определяется суммой давлений: 

 
оп w rq p r p k w= − = − , (12) 

где p - нагрузка на оболочку (МПа), 
опr  - интенсивность реакции упру-

гого основания (МПа), 
wk  - коэффициент отпора основания (МН/м3), 

rw  

- величина прогиба (м). 

С учетом выражения (12), уравнения равновесия (10) для рассматривае-

мой пологой сферической оболочки на упругом основании примут вид: 

 
( )

( ) ( )

, , 2 , , ;

, , 0.

r rr r r r r r rr w

r r r r r r

M M r M r k N N N w p k w

N N N r k M M M r

 

 

− + + + + = − +

+ − − + − =  
 (13) 

Подставляя выражения для усилий и моментов (9) в уравнения рав-

новесия (13), получаем систему разрешающих дифференциальных урав-

нений в частных производных относительно прогибов и радиальных пе-

ремещений: 

(

)

(

) 

12 1212 12 12 12 1212

12 1212 11 11 1111 11

12 11 12 12 12 12 12

12

, , 2 , , 2 , , 2 , ,

, , 2 , , , , , , , ,

2 , , 2 , , 2 , , 2 , , 2 , 2 , 2

2 ,

rr r rr rrr rr r

rr r r rr r rrr r rr

r r r r r r r

r

kw F kw F w P r w P w P w P

u F u F r w w F w w F kw F kw F

kw F kw F u F w P u F u F u F

w P r r

− − + − − − +

+ + + + − − −

− − + + − − + −

− 
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rr rr r rr r r r r
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w w F kw D w D kw D u D w F u D r

w P w P
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− + − + − − + + +
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
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 (14) 

 

( )

11 11 11 11 11

2

11 12 12 11 11

12 12 12 12 12 12

2

11 11 11 12 22

2

12 12

, , , , ,

0,5 , , , ,

, , , , ,

, 0,5 ,

, 0,5 ,

rrr rr r r r rr

r r r r r

r r rr r r

rr r r r r r

rr r

w F w F kw D kw D w w D

w D kw D kw D u D u D

u D u D w F w F w F u D r r

w F kw D w u D kw D kw D

w F w D

− − − − + +

+ − − + + +

+ + − − + − +  

+ − − + + + + +

+ − − ( )



( )

12 22 12 22

11 11 11 11 11

2

11 12 12 11 11

12 12 12 12 12 12

2

11 11 11

, ,

, , , , , ,

0,5 , , , , , ,

, , , , , ,

, 0,5 ,

r r r r r

rrr rr r r r rr

r r r r r

r r rr r r r

rr r r

u D w F w u D u D r r

k w P w P kw F kw F w w F

w F kw F kw F u F u F

u F u F w P w P w P u F r r

w P kw F w F

+ − + − −

− − − − − + +

+ − − + + +

+ + − − + − +  

+ − + + ( )


11 12 22 22 12

2

22 12 12 12

, ,

, 0,5 , 0.

r r r r r

r rr r r

u F u F w P u F w P r

kw F w P w F u F r

 + + − − +

+ + − − =

 

При дополнении полученной системы уравнений граничными усло-

виями наиболее просто получить решение используя численные методы, 

например, метод конечных разностей [3]. 
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УДК 539.3 

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 

СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ИЗ МАТЕРИАЛА С ДВОЙНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ, 

ПОКОЯЩЕЙСЯ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 

Трещев А.А., Теличко В.Г., Селезнев И.Р. 

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия 

В рамках апробации разработанной математической модели дефор-

мирования тонкой пологой сферической оболочки на упругом основа-

нии с учетом двойной анизотропии и ее программной реализации была 
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решена осесимметричная задача теории упругости, описывающая 

напряжённо-деформированное состояние оболочки, покоящаяся на 

упругом основании, с центральным отверстием, выполненная из орто-

тропного разносопротивляющегося материала. Оболочка нагружена 

внешним давлением в предположении малых прогибов. 

В качестве физических зависимостей использованы определяющие 

уравнения деформирования материалов с двойной анизотропией, осно-

ванные на экспериментальных данных по деформированию анизотроп-

ных разносопротивляющихся сред, предложенные в работе А.А. Тре-

щева и соавторов [8]. 

Структурная анизотропия ограничена классом ортотропных матери-

алов. Потенциал деформаций ограничен квазиквадратичным разложе-

нием для данного класса анизотропии. 

Уравнения равновесия для пологих сферических оболочек приняты 

согласно теории анизотропных оболочек [9]: 

 
( )

( ) ( )

, , 2 , , ;

, , 0.

r rr r r r r r rr

r r r r r r

M M r M r k N N N w q

N N N r k M M M r

 

 

− + + + + = −

+ − − + − =  
 (1) 

В качестве модели упругого основания принята упругая модель Вин-

клера [11]. 

С учетом упругого основания, полная интенсивность нагрузки на 

оболочку определяется суммой давлений: 

 
оп w rq p r p k w= − = −  (2) 

где p - нагрузка на оболочку (МПа), 
опr  - интенсивность реакции упру-

гого основания (МПа), 
wk  - коэффициент отпора основания (МН/м3), 

rw  

- величина прогиба (м). 

С учетом выражения (2), уравнения равновесия (1) для рассматрива-

емой пологой сферической оболочки на упругом основании примут вид: 

 
( )

( ) ( )

, , 2 , , ;

, , 0.

r rr r r r r r rr w

r r r r r r

M M r M r k N N N w p k w

N N N r k M M M r

 

 

− + + + + = − +

+ − − + − =  
 (3) 

Подставляя выражения для усилий и моментов в уравнения равновесия 

(3), получаем систему разрешающих дифференциальных уравнений в част-

ных производных относительно прогибов и радиальных перемещений: 
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где , ,ij ij ijD F P  - функции, зависящие от принятых физических зависимо-

стей для ортотропных материалов [8]. 
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В качестве тестовой задачи для апробации разработанной математической 

модели была рассчитана оболочка толщиной оболочки h = 0,05 м; радиусом в 

плане а = 1,5 м; стрелой подъема f = 0,4 м, радиусом отверстия r0 = 0,25 м. Сре-

динная поверхность оболочки является частью сферы, характеризуемой радиу-

сом R = 3 м. Форма и размеры оболочки показаны на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Схема оболочки 

Для решения полученной системы разрешающих дифференциальных 

уравнений в частных производных относительно прогибов и радиаль-

ных перемещений использован метод конечных разностей [3], наиболее 

просто реализуемый численный метод для данной задачи. 

Для построения конечно-разностной схемы радиус оболочки при по-

мощи 200 точек разбит на 199 отрезков. В рамках проведенной конечно-

разностной аппроксимации производных получены конечно-разностные 

аналоги для центральных, контурных и предконтурных точек, и, затем, 

подставлены в систему дифференциальных уравнений с учетом узлов 

сетки, образуя тем самым систему линейных алгебраических уравнений. 

Для решения тестовой задачи полученная система уравнений допол-

няется граничными условиями. Края центрального отверстия и внеш-

него контура принимаются свободными, поэтому в крайних точках цен-

трального отверстия и по внешнему контуру изгибающий момент, про-

дольное усилие и поперечная равны нулю: 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

118 

 0;rN =  0;rM =  0;rQ =  (5) 

В качестве материала оболочки принят стеклопластик со следую-

щими механическими характеристиками [10]: модули упругости - 

1 140ГПа,E+ =  
1 70 ГПа,E− =  

2 280 ГПа,E+ =  
2 140 ГПа;E− =  коэффициенты 

поперечной деформации - 
12 0,2, + =  

12 0,3 − = . При нагружении оболочки 

принято внешнее давление, равное 0,3 МПа.  

Оболочка покоится на упругом основании с коэффициентом постели, 

равным 125 МН/м3. 

Решение произведено с помощью пакета прикладных программ 

MATLAB. На основе полученных данных построены графики прогибов 

и напряжений на нижней и верхней поверхности оболочки. 
 

 

Рис. 2. Вертикальные перемещения в срединной плоскости оболочки 

 

Рис. 3. Напряжения   на нижней поверхности оболочки 
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Рис. 4. Напряжения 
r  на нижней поверхности оболочки 

 

Рис. 5. Напряжения 
r  на верхней поверхности оболочки 

 

Рис. 6. Напряжения   на верхней поверхности оболочки 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

120 

На приведенных графиках полученные результаты представлены 

совместно с результатами для теории без учета разносопротивляемости 

материала. На рисунке 2 приведен график распределения вертикальных 

перемещений срединной поверхности оболочки. Расхождение между ре-

зультатами расчёта по используемым усовершенствованным соотноше-

ниям [8] и результатами расчёта с усредненными модулями на растяже-

ние/сжатие достигают 27,5 %. 

Графики распределения радиальных и окружных напряжений на 

нижней поверхности оболочки приведены на рисунках 3 и 4. Уточнение 

результатов расчета с использованием усовершенствованных соотноше-

ний составляет до 17 %. 

На рисунках 5 и 6 приведены графики распределения радиальных и 

окружных напряжений на верхней поверхности оболочки. Уточнение 

результатов расчёта в этом случае составляет до 15%.  

Основным выводом, сделанным на основе анализа полученных ре-

зультатов, можно назвать появление существенной погрешности при ис-

пользовании усредненных характеристик материала, по сравнению с ре-

шением, полученным с использованием усовершенствованных соотно-

шений для ортотропных материалов [8]. 
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УДК 539.3: 624.012 

ОРТОТРОПИЯ И НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

ОДНОВРЕМЕННО С ПРИОБРЕТАЕМОЙ 

ПСЕВДОНЕОДНОРОДНОСТЬЮ ИЗГИБАЕМЫХ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН СРЕДНЕЙ ТОЛЩИНЫ  

Трещев А.А., Ющенко Н.С. 

ТулГУ, г. Тула, Россия 

Интенсивное развитие строительной отрасли вызвало необходимость 

создания новых строительных материалов, особенностью которых явля-

ется высокая прочность и жесткость при минимальной массе. К таким 

материалам относятся полимеры, композиты с использованием волокон 

бора, базальта и графитов. С другой стороны снижения массы использу-

емых материалов при одновременном повышении деформационно-

прочностных показателей конструкции в целом можно добиться путем 

использования эффективного очертания пространственных элементов. 

Использование композитных стеклопластиков и граффито-пластиков 

наряду с повышением жесткости и прочности конструкций создает 

предпосылки к увеличению их долговечности благодаря высоким пока-

зателям коррозионной стойкости. Однако указанные материалы обла-

дают определенными структурными особенностями, с которыми «не 

справляются» традиционные расчетные модели. К таким особенностям 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

122 

относятся структурная ортотропия, физическая нелинейность особого 

рода и зависимость деформационно-прочностных свойств от вида 

напряженного состояния, которую можно трактовать как деформацион-

ную анизотропию или наведенную псевдонеоднородность [1 - 19].  

Отмеченные особенности вызвали к жизни новую ветвь механики, 

основой которой послужил ряд моделей специальных уравнений состо-

яния, определяющих поведение материалов, обладающих анизотропией 

двоякого рода [4, 8, 20 - 27]. Модели уравнений были сформулированы 

как в квазилинейной, так и в нелинейной формах. При этом нелинейные 

уравнения не гарантируют более высокую точность соответствия теоре-

тических расчетов экспериментальным данным по отношению к квази-

линейным. Все зависит от механизма учета влияния сложного вида 

напряженного состояния на параметры тензора податливостей, заложен-

ного в этих моделях. Поэтому, оценивая недостатки различных теорий, 

нами были предложены уравнения состояния для ортотропных матери-

алов с наводимой деформационной анизотропией, построенные с ис-

пользованием нормированного пространства напряжений, в квазилиней-

ном [28 - 30] и нелинейном представлениях [31]. Там же продемонстри-

рованы преимущества и высокая точность введенных соотношений. 

Здесь рассматривается построение математической модели попереч-

ного изгиба прямоугольных нетонких пластин, для которых свойства 

двоякой анизотропии учитывается нелинейными определяющими соот-

ношениями [31]. 

Для оценки напряженно-деформированного состояния ортотропной 

пластины средней толщины в соответствии с механической моделью 

С.П.Тимошенко геометрические соотношения представим в виде: 

1 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )U x x x u x x x x x= + ;  

2 1 2 3 2 1 2 3 1 1 2( , , ) ( , ) ( , )U x x x u x x x x x= + ; 

3 1 2 3 1 2( , , ) ( , )U x x x w x x= ,                                       (1) 

где 1x , 2x  - оси декартовой системы координат, привязанные к средин-

ной плоскости пластины; 3x  - перпендикулярная ось к срединной плос-

кости; 1 1 2( , )u x x  - продольные перемещения в срединной плоскости; w  - 

перемещения ортогональные к срединной плоскости (прогибы); 

1 1 2 2 23( , ) ,x x w = − , 2 1 2 1 13( , ) ,x x w = −  - углы поворота поперечных се-

чений пластины или срединной поверхности относительно указанных 

индексами осей; 13 , 23  - поперечные сдвиги в соответствующих сече-

ниях пластины. 
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В соответствии с установленными перемещениями и с правилами пра-

вой системы координат, используемой в МКЭ, определим относительные 

деформации произвольной точки пластины следующим образом: 

11 1 1 3 2 1, ,e u x = + ;     22 2 2 3 1 2, ,e u x= + ;     12 1 2 2 1 3 2 2 1 1, , ( , , )e u u x  = + + − ; 

33 0e = ;     13 1 2,w = + ;     23 2 1,w = − . (2) 

Матричное уравнение связи тензоров деформаций и напряжений с 

учетом упрощений типа С.П.Тимошенко (2) для ортотропных материа-

лов с нелинейной зависимостью жесткостных свойств от вида напряжен-

ного состояния согласно предложенным в работе [31] определяющим 

соотношениям можно принять в виде: 

    e Р = ,                                             (3) 

где  
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11 1111 1111 11( ) ( )i iР A B  = + ;     22 2222 2222 22( ) ( )i iР A B  = + ; 

12 1122 1122 11 22( ) ( )( )i iР A B   = + + ;      66 1212( )iР С = ; 

44 2323( )iР С = ;    55 1313( )iР С = ; 

где ( )ijkm iA  , ( )ijkm iB  , ( )ijkm iС   - нелинейные жесткостные функции от ин-

тенсивности напряжений, зависящие от свойств ортотропного материала; 

2 2 2 2 2
11 22 11 22 12 13 233( )i       = + − + + +  - интенсивность напряжений с 

учетом модельных упрощений; /ij ij S =  - упрощенного нормированные 

напряжения; ij ijS  = =
2 2 2 2 2
11 22 12 13 232( )    + + + +  - норма тензорного 

пространства напряжений с учетом упрощений; (i, j = 1, 2). 

Нелинейные материальные функции ( )ijkm iA  , ( )ijkm iB  , ( )ijkm iС  , 

фигурирующие в уравнениях (3), для процесса деформирования компо-

зита «углеродное волокно-углерод AVCO Mod 3a» устанавливаются по 

результатам обработки экспериментов по растяжению и сжатию в глав-

ных осях ортотропии, а также на сдвиг в главных плоскостях, которые 



XXIV Международная научно-техническая конференция 

124 

получены в работе [31]. Все виды экспериментально установленных диа-

грамм для данного композита заимствованы из публикаций [8, 15, 16]. С 

учетом модельного упрощения задачи материальные функции можно 

представить в виде:  

( ) 0,5[1 / ( ) 1 / ( )]kkkk i k i k iA E E  + −= + ; 

( ) 0,5[1 / ( ) 1 / ( )]kkkk i k i k iB E E  + −= − ; 

( ) 0,5[ ( ) / ( ) ( ) / ( )]kkmm i km i k i km i k iA E E      + + − −= − + ;      (4) 

( ) 0,5[ ( ) / ( ) ( ) / ( )]kkmm i km i k i km i k iB E E      + + − −= − − ; 

( ) 1 / ( )pqpq i pq iC G = ;     (k, m = 1, 2);      (p, q = 1, 2, 3), 

где 
2( )k i k k i k iE a m n     = + + ; 

2( )pq i pq pq i pq iG g p q  = + + ; 

2( )km i km km i km i         = + + ;  ( )k iE 
, ( )pq iG  , ( )km i 

 - нелинейные 

аналоги модулей упругости, сдвига и коэффициентов поперечной де-

формации ортотропного тела в направлениях главных материальных 

осей и соответствующих плоскостей (знаком «+» обозначены характе-

ристики, соответствующие осевому растяжению, а знаком «-» - осевому 

сжатию), являющиеся функциями интенсивности напряжений; ka
, km

, 

kn
, km

, km 
, km 

, pqg , pqp , pqq  - константы алгебраических полино-

мов, полученные аппроксимацией данных экспериментов (методом 

наименьших квадратов) по деформированию композита, которые приве-

дены в работе [31]. 

Обращение матричного уравнения (3) позволяет установить следую-

щие зависимости: 

  { } T e = ,                                         (5) 

где    
1

T P
−

=  - матрица жесткостей, зависящих от вида напряженного 

состояния и уровня нагружения. 

Учитывая, что механическое поведение конструкций не зависит от 

физической природы материала, из которого они изготовлены, в рамках 

модели С.П.Тимошенко статические уравнения изгиба пластин предста-

вимы в виде: 

11 1 12 2, , 0N N+ = ;    12 1 22 2, , 0N N+ = ;    11 1 12 2 1, ,M M Q+ = ; 

12 1 22 2 2, ,M M Q+ = ;    1 1 2 2 1 2, , ( , )Q Q q x x+ = ,                   (6) 
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где  

/2

3

/2

h

ij ij

h

N dx
−

=  ; 

/2

3 3

/2

h

ij ij

h

M x dx

−

=  ; 

/2

3 3

/2

h

k k

h

Q dx

−

=  ; ( , , 1,2)i j k = ,  (7) 

h  - толщина пластины. 

Уравнение связи вектора обобщенных усилий { }M  с обобщенными 

деформациями, получаемыми срединной поверхностью пластины после 

интегрирования напряжений (5) по правилам (7) с учетом геометриче-

ских зависимостей (2), определится следующим образом: 

{ } [ ]{ }M D = ,                                            (8) 

где 

 

11

22

12

1

2

11

22

12

;

M

M

M

Q
M

Q

N

N

N

 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 

 

11 12 16 14 15 11 12 16

22 26 24 25 12 22 26

66 64 65 16 26 65

44 45 14 24 46

55 15 25 65

11 12 16

22 26

66

;

D D D K K K K K

D D K K K K K

D K K K K K

J J J J J
D

J J J J

J J J

J J

J

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
  

  

2 1

1 2

2 2 1 1

13

23

1 1

2 2

1 2 2 1

,

,

, ,

;

,

,

, ,

u

u

u u





 






 
 

−
 
 −
 
 

=  
 
 
 
 
 + 

 

/2

3

/2

h

ij km

h

J T dx

−

=  ;    

/2

3 3

/2

h

km km

h

K T x dx

−

=  ;    

/2

2
3 3

/2

h

pq km

h

D T x dx

−

=  ,    (9) 

где , 1,2,4,5,6i j = ;   , 1,2,4,5,6k m = ;   , 1,2,6p q = .  

Очевидно, что жесткостные параметры пластины ijJ , 
kmK , pqD  (9) 

аналитически неопределимы, так как компоненты матрицы  T  не яв-

ляются известными функциями координаты 3x , а нелинейно зависят от 

характера, степени нагружения конструкции и от вида напряженного со-

стояния, реализуемого в конкретной точке тела пластины. Поэтому для 

получения результатов интегрирования пластину необходимо условно 

разделить по толщине на ряд фиктивных слоев в таком количестве, 

чтобы была обеспечена необходимая точность расчетов. Было принято 

21 слой одинаковой толщины (достаточно 13 слоев). Однако интегралы 

можно вычислять приближенно, разбив пластину по толщине на ряд 
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фиктивных слоев. В целях упрощения фиктивные слои можно принять 

одинаковыми по толщине. Интегрирование рекомендовано выполнять 

численно методом Симпсона. 

В расчетной модели представим пластину сеткой плоских конечных эле-

ментов с разбивкой по толщине на ряд фиктивных слоев. Жесткостные пара-

метры в рамках конкретного конечного элемента будем определять в центре 

каждого фиктивного слоя и распространять их на весь его объем. Во избежа-

ние появления «паразитных жесткостей» при изгибе ортотропных пластин 

при использовании изопараметрических конечных элементов с учетом попе-

речных сдвигов здесь были приняты гибридные элементы, основанные на 

функционале, обоснованном в работах P.Tong и T.T.H.Pian [32, 33]. Впервые, 

по-видимому, гибридная формулировка простейших гибридных элементов 

была осуществлена в работах R.D.Cook [34, 35]. Полная оригинальная фор-

мулировка всех уравнений и матриц, свойственных треугольным и прямо-

угольным гибридным элементам с пятью степенями свободы в узле, осно-

ванным на указанном функционале с использованием нелинейных определя-

ющих зависимостей типа (8) подробно обсуждалась в работах [36 - 39]. 

Кроме того, в этих же работах проведена оценка сходимости конечно-эле-

ментных моделей с учетом разбиения на фиктивные слои. Учитывая, что ор-

тотропный материал пластины обладает ярко выраженной физической нели-

нейностью, зависящей от вида напряженного состояния, при решении ис-

пользовалась процедура метода переменных параметров упругости в сочета-

нии с пошаговым нагружением малыми величинами поперечной нагрузки. 

Апробация рассмотренной конечно-элементной модели осуществлена 

применительно к поперечному изгибу сплошной прямоугольной пластины 

со следующими габаритными размерами: a × b × h = 1 × 0,75 × 0,075 м, где a 

и b - размеры пластины в плане, а h - ее толщина, которая принималась в со-

ответствии с классификацией пластин средней толщины при h = b/10. Попе-

речная нагрузка, приложенная к верхней плоскости пластины, соответствует 

равномерно распределенной интенсивностью q, возрастающей от 0 до 

1,45 МПа. Опирание пластины принято в виде жесткого защемления по 

всему контуру. Пластина в плане покрывалась сеткой прямоугольных конеч-

ных элементов размерностью 16×16, при этом, как указывалось выше, в каж-

дом КЭ по толщине выделялся 21 фиктивный слой. В качестве материала 

пластины принимался ортотропный композит «углеродное волокно-угле-

род AVCO Mod 3a», деформационно-прочностные характеристики кото-

рого зависят от вида напряженного состояния [8, 15, 16, 31].  
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Граничные условия на контуре пластины формируются путем присвое-

ния нулевых значений подмножеству вектора узловых перемещений ансам-

бля КЭ, характерному для конкретного опирания или закрепления. Это под-

множество перемещений генерируется в ответ на указание последовательно-

сти узлов ансамбля и номеров перемещений согласно принятой их нумера-

ции внутри узла. Для жесткого защемления пластины обнулялись на контуре 

узловые перемещения, характеризующие следующие параметры: 
1 0u = ;

2 0u = ; 0w = ; 1 0 = ; 2 0 = . Процесс приложения нагрузки осуществля-

ется путем задания вектора узловых сил для указанной области ансамбля, ко-

торая, в принципе, допускает сведение к силе, приложенной к одному узлу 

(сосредоточенная сила в точке). 

На базе принятой конечно-элементной модели была разработана по-

шагово-итерационная процедура, реализованная на алгоритмическом 

объектно-ориентированном языке высокого уровня C++, с применением 

среды разработки Visual C++ фирмы Microsoft. Количество итераций по 

методу переменных параметров упругости устанавливалось автоматиче-

ски при достижении разницы в величинах напряжений между смежными 

приближениями не более 0,01%, система алгебраических уравнений 

МКЭ решалась методом Гаусса. 

Ниже приведены графические зависимости полученных характерных 

результатов для расчетных величин. Предварительно была рассмотрена 

тенденция сходимости МКЭ в зависимости от густоты сетки элементов 

и дискретизации пластины по толщине. Выбранные параметры были 

приведены выше. 

Характерные результаты расчета поперечного изгиба жестко защем-

ленной по всему контуру ортотропной прямоугольной пластины, выпол-

ненной из композита AVCO Mod 3a, представлены на рис. 1 - 4. При этом 

рис. 1 и 2 демонстрируют зависимость максимальных прогибов и момен-

тов от уровня интенсивности поперечной нагрузки, а рис. 3 и 4 характе-

ризуют распределение расчетных величин прогибов вдоль осей симмет-

рии пластины по длинной и короткой сторонам при фиксированном зна-

чении нагрузки q=1,45 МПа. При выполнении расчетов по рассматрива-

емой модели с использованием уравнений (3) - (5) производилось срав-

нение результатов, получаемых благодаря применению различных вари-

антов определяющих соотношений для деформационно анизотропных 

материалов, предложенных Р.М. Джонсом и Д.А.Р. Нельсоном [15 - 17], 

К.В. Бертом и Д.Н. Редди [8 - 14], С.А. Амбарцумяном [24] и А.А. Золо-

чевским [23], а также без учета их разносопротивляемости. 
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Рис. 2. Влияние величины интенсивности нагрузки 

на максимальные прогибы 

Рис. 3. Влияние величины интенсивности нагрузки 

на максимальные моменты 
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